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ABSTRACT 

Quantum entanglement holds the key to an information processing revolution. In this article, we study 

the entanglement properties of tripartite states of two electronic qubits and ionic qudit,without observing 

spin orbit  interaction (SOI), produced by single‐step double photoionization from Xeon atom following 

the absorption of a single photon. The dimension of  the Hilbert space of  the qudit depends upon the 

electronic state of the residual photoion Xe2+. In absence of SOI, Russel‐Salunders coupling (L‐S coupling) 

is applicable. As the estimations of entanglement, we consider Peres‐Horodecki condition and negativity. 

In  case  of  L‐S  coupling,  all  the  properties  of  a  qubit‐qudit  system  can  be  predicted merely  with  the 

knowledge  of  the  spins  of  the  target  atom,  the  residual  photoion,  emitted  electrons  and  state  of 

polarization of the incident photons. 

Keywords – entanglement, quantum information, qubit, qudit, Peres‐Horodecki condition, negativity 

 

1 Introduction	
Quantum entanglement is a key prediction of quantum mechanics and one of the resources needed in 

quantum information (QI) processing [1, 2].  In analogy to the classical  information, QI also needs bits, 

called qubits. But, a bit in QI is a quantum system which has, at least, one observable requiring two‐, or 

higher‐ , dimensional space for its characterization. A two‐dimensional quantum system (e.g., a spin‐
1

2
 

particle) is called in QI as a quantum bit or qubit [3, 4].In general, a d‐dimensional quantum system (with 

d>2) is called a qudit [5]. 

Availability  of  two  or  more  qubits  with  entanglement  is  an  essential  ingredient  for  any  quantum 

information related studies. Quantum entanglement is a nonlocal property that allows a set of qubit to 

express higher correlation that is not possible in classical systems. 

Research  into quantum entanglement was  started  in 1935 by A. Einstein, B. Polodolsky and N. Rosen 

describing the EPR paradox [6]. The flaw in EPR arguments was discovered by J. S. Bell [7], who proved 

that  the  principle  of  locality  used  in  EPR  paradox,  was  not  consistent  with  the  hidden  variables 

interpretation of quantum theory. Bell’s theorem conversely provides one of the possible methods to test 

whether  two  or  more  particles  form  an  entangled  state.  The  strong  correlations  among  entangled 
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particles can be used as resources of quantum cryptography [8], quantum teleportation [9] and quantum 

computation [10].  

It  is  known  that  quantum  correlation  in  qudit  or multipartite  system  is  stronger  than  in  the bipartite 

system. The investigations performed hitherto have already shown that entanglement among more than 

two particles  is  not merely  an extension of  its  bipartite  counterpart  but  has  instead  several  new and 

different properties which are more advantageous, as example, in super dense coding, quantum cloning, 

teleportation  [11].  Koike  el  al.  [12]  have  already  demonstrated  experimentally  “1→2  quantum 

telecloning”  for  optical  coherent  states.  To  study  QI  at  more  fundamental  levels,  the  multipartile 

entangled states, in addition, are also needed. It has been suggested [13] that the use of qudit can reduce 

the number of qubits by a function of log2d.  

In section 2, we briefly describe the density operator (DO) and states for DPI of an atom. This operator 

corresponds to the case when the ionizing electromagnetic radiation is in a pure state of polarization and 

the target atom is in its ground state before DPI. In section 3, we study the entanglement in DPI for qubits 

and  qudit  system.  A  quantitative  application  of  entangled  properties  in  DPI  of  xenon  is  presented  in 

section 4. Finally section 5 contains the conclusion part. 

 

2 Preliminaries	

2.1 Density	Operators:		

Let us represent by  1e and  2e the two freely moving electrons whose entanglement properties we want to 

investigate. The propagation vector of the i (=1, 2)‐th electron is  ( , , )k ki i i i 


 such that its kinetic energy 

is given by  2 2 /2 .k mi i  Also,  ( 1/2)i   represents  the projection of  the spin angular momentum of  i‐th 

electron along its spin quantization direction  ˆ ( , )ui i i  .These two electrons form an integral part of an 

atom A are assumed to be simultaneously ejected from it following the absorption of a single photon. If 

A2+ denotes the residual dication, then our process can schematically be represented by 

 

(1)

 

Here r rE h andb rl =1are,  respectively,  the  energy  and  the  angular  momentum  of  the  absorbed 

photon. Let us denote by 0 0 0   and  m mr r r   the respective density operators of the unpolarized 

atom A before DPI and of the ionizing radiation. This means the density operator of the combined (atom 

+ photon) system of Eq. (1) is given by the direct product  

(2)
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Figure 1. Two electrons are emitted simultaneously after photoabsorption. 

Let us denote by Fp the photoionization operator in the E1 approximation. Then the density operator of 

the combined (A2+ +e1 +e2) system in equation (1) after DPI becomes 

(3)

Here,  0
2 2

3 ( / ) pK e Er  with  0 the dimensionless fine structure constant [14]. 

2.2 Criteria	and	measures	for	entanglement	and	mixedness	of	a	state	

Only  recently,  quantum  entanglement  is  recognized  as  resources  with  various  applications  such  as 

quantum teleportation and quantum key distribution in the field of quantum information and quantum 

computation. So,  the  task of  characterizing and quantifying entanglement has emerged as one of  the 

prominent challenge of quantum information theory. The quantum entanglement for multipartite states 

poses even a greater challenge. The condition for separability given by Peres [15] and Horodecki family 

[16]  is  that  the  partial  transpose  (PT), with  respect  to  either  of  the  two  particles,  of  its  DM  remains 

positive.  We  have  applied  Peres‐Horodecki  positive  partial  transpose  (PPT)  condition  in  order  to 

characterization of entanglement. As a measure of the degree of entanglement we consider negativity [4, 

17]  

As a measure we consider the negativity, which is an additive and operational measure of entanglement. 

Additivity  is  a  very  desirable  property  that  can  reduce  computation  of  entanglement.  It  can  also  be 

generalized to multipartite and higher dimensional entanglement. The negativity of a state [18] indicates 

to which extent a state violates the positive partial transpose separability criterion. The negativity is twice 

[16] the absolute value of the sum of negative eigenvalues: 
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(4a)

where  neg is the sum of the negative eigenvalues of  
TB

AB , is the partial transpose of  AB . 

For higher dimensional mixed states, the negativity [19], however, can be defined as 

(4b)

for the states in a  ' ( ')d d d d  quantized system and 
1
. is the trace norm. 

 

3 Entanglement	between	Two	Electronic	Qubits	and	an	Ionic	Qudit		for	DPI	

3.1 Density	matrix	

Here, we calculate the DM for the angle‐ and spin‐resolved DPI of an atom without considering SOI (L‐S 

coupling) into account in either of the bound electronic states of A and A2+ or in the continua of the two 

photoelectrons (e1, e2) ejected in the process (1). As LS‐coupling is applicable here, the total orbital angular 

momenta ( 0 , fL L
 

) and the spin angular momenta         ( 0 , fS S
 

) of A and A2+ are the conserved quantities. 

If, the orbital angular momentum of the photoelectron e1 is  1l

 and that of e2 is  2l


 with their spin angular 

momenta  1

1
( )
2

and  2

1
( )
2

respectively, we then have 

0 1 2( )r fL l L l l l    
    

 

and 

0 1 2

1 1
( ) ( ) .
2 2f tS S s

      

  
 

Here  we  use  the  symbols 
0 0
, , andL fL S S f

M M M M to  represent  the  respective  projections  of 

0 0, , and f fL S L S
  

along the polar axis of  the space frame.  In equation (1),  the bound electronic state of 

atom A is  0 0 0 0
0 L SL S M M and that of the dication A2+ is  f f L Sf f

f L S M M . The density operator 

(2) for the combined (atom + photon) system can be written as  

(5)

where we have defined  0;1 0 1 .r rm m  

In order to calculate the DM for the (A2++e1+e2) system in process (1), we need to calculate the matrix 

elements  i and f . Following the procedures given in reference [20] the matrix elements in the present 

case are given by 



Transact ions on Machine Learning and Art i f ic ia l  Inte l l igence  Volume 7,  Issue 1,  Feb 2019
 

Copyr ight  © Society  for  Science and Educat ion United Kingdom 5 
 

  (6)

The DM of the tripartite system for angle‐ and spin‐resolved DPI process (1) in the absence of SOI can be 

written in the following form:  

 
(7)

The first term i.e., the triple differential cross section (TDCS i.e., 3
1 1 2

ˆ ˆ( )rd m d dk dk  ) on the right‐hand 

side of (7) depends upon the orbital angular momenta of A and A2+, phase shifts, energies ( 1 2,  ) and the 

directions ( 1 2
ˆ ˆ,k k ) of the emitted electrons (e1, e2), the state of polarization (mr) of the ionizing radiation 

and the photoionization dynamics. It does not include spins of the photoelectrons or the target atom or 

the  residual  dication.  Thus,  the  TDCS 3
1 1 2

ˆ ˆ( )rd m d dk dk  in  the DM  (7)  describes  angular  correlation 

between the photoelectrons and the residual ion. Its value is always positive. Here, 

 

(8)

The  second  term  (i.e., 0 1 2 ; ' ' '1 2 1 2
ˆ ˆ( ; ; , )f M Mf f

S S u u     )  is  the  spin‐correlation  matrix.  It  completely 

determines the properties of the Coulombic entanglement among (e1, e2 and A2+). It can be written as 

(9)

where Ds are the rotational harmonics [21] with  1 1 1( , ,0)    and  2 2 2( , ,0)    the Euler angles which 

rotate the axis of the space‐frame into the spin‐polarization directions  1̂u  and  2û (Fig. 1), respectively.  

In expression (9) the allowed values for each of 
1 , 1' , ,

2 and 
2' are

1

2
 , the spin magnetic quantum 

numbers  S f
M and  'S f

M of  the  photoion    A2+  can  take  (2 1)fS values.  So,  DM  (9)  of  size 

[2(2 1) x 2(2 1)] f fS S  represents  spin  correlations  between  the  electronic  qubits  (e1  ,e2)  and  d[=

(2 1)fS  ]‐dimensional ionic qudit A2+. Hence, the dimensionality d of the qudit can be chosen according 

to the appropriate spins S0 and Sf of the atomic target A and photoion A2+, respectively. 

The  3
1 1 2

ˆ ˆ( )rd m d dk dk  term in (7) represents the angular correlation of two qubits‐qudit system and 

always has a positive value. Therefore, unless stated otherwise, we write the DM (7) as  
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(10)

In order to study the entanglement properties for DPI in (1), we need to calculate partial transpose (PT) 

[14,  15]  of  the  DM  (10)  with  respect  to  either  of  three  subsystems,  i.e.,  photoelectrons  (e1,  e2)  and 

photoion A2+. These are given by 

(11a)

(11b)

and  

 

(11c)

3.2 Tripartite	Entanglement		

We have also studied tripartite entanglement properties between ionic qudit and electronic qubit system. 

The tripartite entanglement can be converted into two stand forms [4. 11] namely GHZ  and W  states. 

We use W state as it is more suitable for mixed state entanglement and can be written as 

(12)

We calculate tripartite entanglement using equations (10), (11) and (12) for the geometry where each of 

the photo electrons is polarized in X‐Y plane 1 2( and 2)    of the space frame. 

(i) We have first studied the case when 0[ 1]with 1  f fS S S . Without specifying the spin Sf we are 

not able to diagonalize the DM. We have calculated the DM (10) and its partial transpose using 

equation  (11)  for  each of  the 
3 5

(1, ,2, ,3).
2 2fS   For    quantifying  entanglement we have  used 

negativity as 

(13)

We can see from Eq. (13) that the tripartite system is partially entangled for all values of  1fS   and the 

value of negativity  ranges  from 0  to  2 3,  decreasing with  the  increasing value  fS ,  the spin of  ionic 

qudit A2+.  

(ii) Next we study the case for 0 1with 1  f fS S S . We have calculated the DM (10) and its partial 

transpose using equation (11) for each value of the
3 5

(1, , 2, ,3).
2 2fS   In this case we have seen 

that  none  of  the  eigenvalues  of  the  partial  transpose  (11)  is  negative.  So,  the  states  for 
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0[ 1]with 1  f fS S S have  positive  partial  transpose  (PPT).  So,  the  states  for 

0[ 1]with 1f fS S S   may possess bound entanglement if  4(2 1)fS   6, i.e.  1fS   and obeys 

the inequality [4, 13] 

 
(14)

In  this  case, 0Rank[ ( 1; 1)] is 4(2 1),f f fS S S S      1Rank[ ( )]e is  2,  2Rank[ ( )]e is  2  and 

2Rank[ ( )]A    is (2 1)fS  . So, the states for  0[ 1]with 1f fS S S    obey the condition (14) and hence 

possess bound entanglement. 

4 Example	for	Tripartite	Entanglement	In	DPI	For	Xenon		

As an application for the case  0fS S =0 in in xenon atom. The DPI process in the ground electronic state 

of xenon atom is the following: 

 
(15)

We use the values of TDCS of Xenon given in Ref. [22] for photon energy 1eV for the geometry  0
12 180 

,where  12 is the angle between  two ejected electrons. The TDCS are  

 

(16a)

And 

 

(16b)

 
for polarized and unpolarized photons respectively. The variation of Negativity entropy with respect to 

the direction of ejection and spin polarization of the photoelectrons is shown below 

 

 
 

                   (a)                                                 (b)   
                                                            

Figure 2. Variation of Negativity with respect to Sf and ɵf  
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From figure 2 we see that depending on direction of ejection of photoelectrons and state of polarization 

of incident photons for  0fS S =0 in xenon atom are partially entangled and unentangled and magnitude 

of negativity is also effected by TDCS. 

5 	Conclusion	
Entanglement between a pair of particles is a very delicate thing and is easily destroyed. Currently, many 

scientists are working on making stronger systems where entanglement is stronger and lasts longer to use 

for quantum computation and information more easily. Photons are, probably the fastest and best carriers 

of information but they are not suitable for storing information for a long period of time [23]. Ions (positive 

or negative) and electrons are stable, easily detectable and capable of storing information for a long time. 

Electrons are the lightest particles next to photon therefore able to travel with speeds comparable with 

light. Furthermore, electrons have since long been used to carry information in the form of electric signals 

and /or  for storing  it  for a  long time.  It was already suggested  [24]  that electron spin can be used for 

quantum computation [1]. 

DPI  is the most natural processes for simultaneously producing  two electrons  in continuum in a single 

step.  It  is  the most direct manifestation of electron‐ electron correlation  in an atom, because had the 

independent particle model been valid, two electrons would not have emerged simultaneously following 

the absorption of a single photon. Thus, simultaneous ejection of two electrons from an atom, after the 

absorption of a single photon, could take place due to the existence of correlation effects between them. 

Here  we  have  tried  to  show  that  the  DPI  process  is  a  powerful  tool  for  investigations  of  tripartite 

entanglement between two electronic qubits and an ionic qudit. The entanglement is quantified by Peres‐

Horodecki’s NPT condition and negativity. These bipartite and tripartite systems may be pure or mixed 

and may possess free or bound entanglement[25]. They may be totally entangled, partially entangled or 

separable depending on spin states of target A and residual dication A2+ as well as of the directions spin 

quantization and ejection of the photoelectrons [26]. 

A  quantitative  case  is  studied  for  DPI  in  Xenon  atom  and  has  been  shown  that  the  TDCS  effects 

entanglement.  For  Xenon  atom  we  have  studied  the  states  for  0fS S =0  and  have  shown  that 

depending on the direction of ejection of photoelectrons and state of polarizations, the states are totally 

entangled, partially entangled and unentangled. 
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ABSTRACT 

One of the developments in internet technology at the moment is the Internet of things (IoT).  IoT is a 

concept that aims to expand the benefits of internet connectivity that is connected continuously and can 

monitor a system or object. As for capabilities such as data sharing, remote control, including monitoring 

a system. Because Indonesia is an agricultural country, this study tries to make a monitoring of a smart 

farmer  system  that  helps  people  monitor  plants  on  their  farms.  This  system  will  monitor  weather 

parameters  such  as  temperature  and  humidity  conditions,  as  well  as  soil  moisture  conditions.  If  soil 

moisture is reduced due to heat, then water will automatically be pumped and flow to the plant. Farm 

owners can also monitor the condition of their plants in real time remotely through the Blynk application 

media,  Facebook  website,  and  Twitter.  Based  on  the  test  results,  the  system  can  measure  the 

environmental conditions of plants, can connect to the internet and be able to send data from sensor 

measurements to the Blynk application, Facebook website and Twitter. With the development of these 

systems  and  devices,  it  is  hoped  that  the  farmers  or  the  community  can monitor  the  environmental 

conditions of the plants 

Keywords: Internet of things (IoT), Smart Farmer, Weather Sensors and Soil Moisture, Microcontroller.  

1 Preliminary	
The  rapid  development  of  science  and  technology  has  had  a  great  impact  on  human  life.  In  the 

development of technology, electronics and computers, effectiveness and efficiency are the references in 

the use and use of technology so that it can achieve optimal results. To be able to realize this, a device 

and  a  system  are  needed  that  can  process  data  accurately.  Along  with  the  increasing  needs  of  the 

community in the fields of agriculture and plantations, a system that is expected to facilitate and improve 

effectiveness in farming or gardening is needed. One of them is currently developing rapidly is the internet 

of things (IoT). The main challenge in IoT is to facilitate the exchange of data between the physical world 

(hardware)  and  the  world  of  information  such  as  sending  data  obtained  from  electronic  equipment 

through an interface between the user and the equipment. 

The  sensor  collects  physical  raw  data  from  real‐time  checking  and  converting  it  into  understandable 

format machines so as to facilitate the exchange of data between various forms of data formats (Thing) 

[3]. IoT appears as a big issue on the Internet, it is expected that billions of things (hardware) or objects 

will be equipped with various types of sensors that can connect to the internet through networks and 



Transact ions on Machine Learning and Art i f ic ia l  Inte l l igence  Volume 7,  Issue 1,  Feb 2019
 

Copyr ight  © Society  for  Science and Educat ion United Kingdom 11 
 

technology support, such as embedded sensors and actualization, in some cases real‐time data flow will 

automatically be generated by connected things and sensors. Of all the activities in IoT, that is to collect 

the correct raw data in an efficient way, but more important is to analyze and process raw data into more 

valuable information [4]. In the field of agriculture and plantations where the concept of the internet of 

things  is  expected  to  reduce  human work  in  several  ways  such  as  irrigation,  temperature  detection, 

controlling humidity which was originally done simply and manually, can be replaced by more thorough 

systems and devices.  

Indonesia  is  one of  the  countries  in  the equator.  Because  it  is  crossed by  the equator,  the  climate  in 

Indonesia  includes a tropical climate. This tropical climate makes agriculture one of the most superior 

commodities  in  Indonesia.  Therefore  it  is  not  surprising  that  the majority  of  the  population works  in 

agriculture,  fisheries,  and plantations.  The  community  involved  in  this  field,  especially  agriculture and 

plantations, in the processing and maintenance of almost all plants manually starting from irrigation, pest 

eradication, providing fertilizers and medicines, while to know the quality of the soil and nutrients needed 

by  the plant  itself  cannot be known  to  farmers. Therefore,  the  research  tries  to help  the community, 

especially farmers, by making a device consisting of weather sensors and soil moisture in order to help 

farmers monitor their agricultural results in real time because the sensor data is sent and displayed on 

the blynk application on mobile phones. Android, and can be checked through the website, Facebook and 

Twitter.  

2 Literature	Review	
Internet of things (IoT) is a concept that aims to expand the benefits of continuously connected internet 

connectivity. As for capabilities such as data sharing, remote control, etc.,  including objects in the real 

world.  For  example,  food,  electronics,  any  collection  of  equipment  including  living  things  that  are  all 

connected to local and global networks through embedded and always active sensors, the term internet 

of things was originally conceived by Kevin Ashton in 1999. 

The main challenge in IoT is to facilitate the exchange of data between the physical world (hardware) and 

the information world. Like how to process data obtained from electronic equipment through an interface 

between the user and the equipment. The sensor collects physical raw data from real‐time scenarios and 

converts it into understandable formatting machines so that it will be easily exchanged between various 

forms of data formats (Thing) [3].  

IoT appears as a big issue in the world of communication and information, it is expected that billions of 

physical things or objects will be equipped with various types of sensors that can be connected to the 

internet through networks and technology support, such as embedded sensors and actualization, in some 

cases real data flow ‐time will be automatically generated by connected things and sensors. Of all  the 

activities in IoT, that is to collect the correct raw data in an efficient way, but more important is to analyze 

and process raw data into more valuable information [4]. 

Smart Farmer is a prototype that will be made with electronic components consisting of several sensors 

needed  in  the agricultural  field and the NodeMcu microcontroller. This device can connect with users 

through  internet  connectivity  and  transmit  data  from  these  environmental  conditions,  the  concept  is 

included in the concept of the internet of things.  

Data obtained from the sensor will be sent periodically and read on the Blynk application and posted on 

Facebook and Twitter  sites. Apart  from  reading data  from  sensors,  there will  be  a  condition where  a 
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moisture sensor checks soil moisture, if soil moisture is lacking, or the soil conditions are too dry from the 

specified standard it will be checked by the system and will pump water to sufficient water content or soil 

moisture in the plant.  

In making this smart farmer, the required components include microcontroller NodeMcu, Digital Humidity 

And Temperature 11 (DHT11) sensor, and soil moisture sensor (soil moisture sensor), the advantage of 

using NodeMcu is the wifi module integrated in its components, making it very easy sending data to the 

server via the internet network, besides that there is a Blynk application that will be used by the author 

to monitor plant environment data,  this application  is an Android smartphone application that can be 

configured as needed.  

Smart farmer is included in the information technology section where generally there are input, process 

and output flows, as in the diagram below. In this case, what acts as an input is the sensor, the DHT11 

sensor, and the soil moisture sensor, then the processing part is the microcontroller NodeMcu, then the 

output  is  the data display on the Blynk application and posting  the status on the Twitter website and 

Facebook. 

3 Method	
The device made in this study refers to the block diagram in Figure 1 below. This tool consists of a weather 

sensor in the form of a DHT 11 sensor that will measure temperature and humidity. In addition, there is a 

soil moisture sensor that will measure the level of soil moisture on agricultural land. These sensor data 

will determine how long the water pump will turn on to irrigate plants and nutrients. The water pump is 

turned on by using a relay so the water pump can be turned off and turned on automatically. In reading 

the  sensor  and  controlling  the  actuator  in  the  form  of  a water  pump,  a  Nodemcu microcontroller  is 

needed. This microcontroller was chosen because it can be directly connected to the internet network. 

The  internet network  is used to send sensor data and actuator status to an android application called 

Blynk and several websites namely Facebook and Twitter. 

 
 

Figure 1. Block Tool Diagram 
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In designing a tool with the appropriate function shown in the block diagram in Figure 1, several sequences 

are needed. The series is described as follows: 

1.  DHT 11 Sensor Series  

Figure 2. DHT11 and NodeMcu Sensor Circuits 

DHT 11 sensor has 3 pins, pin (+) connected to 3v3 NodeMcu power output, then pin (‐) connected to GND 

(Ground) NodeMcu,  finally, S pin on DHT11  is  connected  to pin D4 on NodeMcu which  functions as a 

receiver of value data from sensor DHT11.  

2. Sensor Soil Moisture Series  

Figure 3. NodeMcu circuit with Sensor Soil Moisture 

Soil moisture sensor is used to measure the humidity on the ground, the circuit as shown above.  

3. Pump Circuits  

Figure 4. NodeMcu circuit with relay and pump 

The circuit aims to activate and deactivate the pump, Relay is used to adjust the condition of ON and OFF 

of the pump. Writing program code using the LUA language, NodeMcu also supports writing in C, the same 
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as used on Arduino. To run the series, some programming syntax must be made. Some of the syntax in 

the program that has been made is described as follows: 

1. Device Declaration 

In  this  first  step, we  define  the  Blynk  application  via  #define  BLYNK_PRINT  Serial  by writing  #include 

<BlynkSimpleEsp8266.h>, then the Wifi module to communicate data over the internet. The writing of the 

line of code is as follows. 

  

//Blynk dan ESP  

#define BLYNK_PRINT Serial  

#include <ESP8266WiFi.h>  

#include <BlynkSimpleEsp8266.h>  

  

2. DHT Sensor Declaration 11 

Defines the variables needed to read the DHT11 sensor, calls module #include "DHT.h", then defines pin 

#define DHTPIN 2, pin 2 or GPIO 2 equals D4,  for  the NodeMcu pin schema, #define DHTTYPE DHT11 

defines the sensor the DHT11 sensor is used. Following is a fragment of the DHT11 code.  

//DHT SENSOR  

#include "DHT.h"  

#define DHTPIN 2  

#define DHTTYPE DHT11  

#define DHT_INDIKATOR 12 DHT 

dht(DHTPIN, DHTTYPE); float 

kelembabanUdara = 0; float 

suhuUdara = 0;  
  
3. Declaration of Humidity Sensor 

The code line below defines which pins are used to read soil moisture sensors or soil moisture sensors.  

//SOIL SENSOR #define soil_pin 

A0 int kelembabanTanah = 0;  

  

4. Declaration of Pump Relays 

The pump functions to irrigate if the soil lacks water, in the code line pin 4 or GPIO 4 means pin D2 to 

connect the NodeMcu to the relay input pin, then the relay is connected to the pump.  

//RELAY  

//#define POMPA_PIN 12  

#define  POMPA_PIN  4  #define 
TIME_PUMP_ON  7 boolean status 
Pompa = 0;  
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5. Timer Declaration 

The timer is used to read data periodically in settings using milliseconds, so the line of code above defines 

the timer. 

//TIMER  

#include <SimpleTimer.h>  

#define BACA_DATA_DHT_SOIL 2  

#define KIRIM_DATA_SENSOR 1  

#define AUTO_CONTROLL 6     

SimpleTimer timer;  

  

6. Variable Declarations and Auto Control Values 

In the variable below, it is defined that the drought limit is if the dry level is less than 30, and the wet limit 

is at level 80.  

//VALUE AUTO CONTROL SOIL SENSOR  

#define KERING 30  

#define BASAH 80  

7. Declaration of Wifi Connection 

In the code line below, defined access point information that will be addressed as an internet server along 

with a token or auth code provided by Blynk when registering, to be able to be accessed by the Blynk 

application. 

//KONEKSI  

char auth[] = "dc18d91e662549149e7c5bf4b5c9781c"; char 

ssid[] = "LAB ELEKTRO";  

char pass[] = "elektro123";  

  

8. Function Setup  

In the code line below it functions as the basic setup of the program as needed, there is Serial.begin (9600) 

to  activate  the  display  of  the  NodeMcu  terminal  on  port  9600.  Serial.println  ("Smart  Farmer"), 

Serial.println ("... Ready Application" ) will appear first when activating the terminal, then call the Blynk 

function from the Blynk module to connect to the internet, in the Blynk.begin code line (auth, ssid, pass) 

auth, ssid, and pass, dht.begin to activate the dht sensor reading, then define pinMode for soil moisture 

sensors and DHT sensors as OUTPUT, and finally start process to call  the start process  function which 

functions to call a collection of functions that have been joined to the start process function. 

void setup(){   Serial.begin(9600);   

delay(10);  

  Serial.println("Smart Farmer");  

  Serial.println(".... Aplikasi ready");  

  

  Blynk.begin(auth, ssid, pass);   dht.begin();  

  

  pinMode(soil_pin, OUTPUT);   pinMode(POMPA_PIN, 

OUTPUT);  
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  startProses();  

}  

9. Function Start Proses  

The start process function functions to collect all the functions created manually according to the needs 

and then join with the timer to update data periodically. 

void startProses()  

{  

  timer.setInterval(BACA_DATA_DHT_SOIL*1000,  getDhtSoilData);   
timer.setInterval(KIRIM_DATA_SENSOR*1000,  kirimDataSensor);   
timer.setInterval(AUTO_CONTROLL*1000, kontrolOtomatis);  
}  

10. The function of the Pump Button from the Application 

The above function is useful for activating the pump through the Blynk application. In the application a 

virtual button is made, where the button is useful to turn on the pump manually, the virtual button is 

declared with a virtual pin 6, therefore, so that the button on the application can be read in the program, 

the parameter number 6 is created in the BLYNK_WRITE line (6).  

BLYNK_WRITE(6) // Pump remote control  

{  

  int i=param.asInt();  

  if (i==1)   

  {  

    statusPompa = !statusPompa;     kontrolPompa();  

  }  

}  

11.  Function of reading DHT11 sensors 
The  function  above  is  used  to  read  the  values  of  DHT11  sensors  and  soil  moisture,  to  read  the  air 

temperature using dht.readTemperature () which is declared with the temperature variable Air, and dht 

.readHumidity  () which  is declared with variable humidity.  then  the  statement  failed  to  read  the DHT 

sensor. To send notifications to social media, there is the Blynk.tweet class ("... .ome text"), besides being 

sent to social media, the information is displayed in the serial monitor provided by the NodeMcu with the 

command Serial.print (). 

void getDhtSoilData(){   float lihatSuhu = suhuUdara;   float 

lihatKelembaban = kelembabanUdara;   suhuUdara = 

dht.readTemperature();   kelembabanUdara = 

dht.readHumidity();   if (isnan(suhuUdara) || 

isnan(kelembabanUdara)){     Serial.println("Gagal Membaca 

Sensor DHT!");     suhuUdara = lihatSuhu;  

    kelembabanUdara = lihatKelembaban; //    

digitalWrite(DHT_INDIKATOR,HIGH);     return;  

  }else{  

    Serial.print("Suhu Udara: ");  
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    Serial.println(suhuUdara);  

    Serial.print("Kelembaban Udara: ");  

    Serial.println(kelembabanUdara);  

    Serial.println(" RH");   }  

……………………………………………………………  

Blynk.tweet(String("Kondisi Tanaman, Kelembaban Tanah: ") + kelembabanTanah + "  

RH\n Suhu Udara: " + suhuUdara + " ºC \n Kelembaban Udara: " + kelembabanUdara + " RH");  

}  

12. The function of reading the soil moisture sensor 

The DHT11 sensor  readings with soil moisture are  in  the same function, namely  the getDhtSoilData  () 

function,  the  purpose  is  combined  into  one  function  to  facilitate  sending  data  to  social  media,  the 

analogRead (soil_pin) function is useful for reading analog signals, because the humidity sensor used by 

researchers connected to an analog pin from NodeMcu. There is a map function (humidity, 400, 1024, 0, 

100) which is also useful for configuring data readings because the sensors used by researchers read data 

between 100 to 1024. Serial.println function is used if you want to display text or sentences with new lines 

added or enter. 

void getDhtSoilData(){  

  ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐   //Baca Soil 

Moisture Sensor.  

  kelembabanTanah = 0;  

  delay (500);  

  kelembabanTanah = analogRead(soil_pin);  

  if(isnan(kelembabanTanah)){  

    Serial.println("Gagal Membaca Sensor Kelembaban Tanah!");     return;  

  }  

  kelembabanTanah = map(kelembabanTanah, 400, 1024, 100, 0);  

  Serial.print("kelembaban Tanah: ");  

  Serial.println(kelembabanTanah);  

  Serial.println(" RH");  

13. Automatic Control Function 

The function in the code line above is to check soil moisture. 

void kontrolOtomatis(){    if 

(kelembabanTanah < KERING)   

  {  

    hidupkanPompa();  

  }  

}  

14. Function Turn on the Pump 

In the above line of code, it is called and gives a value to the Pump variable status = 1, used as conditioning 

when pumping water, there is another function, which is Pump control () to turn on the pump which is 

given delay. 
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void hidupkanPompa(){   statusPompa = 

1;   kontrolPompa();   delay 

(TIME_PUMP_ON*1000);   statusPompa 

= 0;   kontrolPompa();  

}  

15. Function Pump 

The code line above is used to turn on the pump by writing digitalWrite (POMPA_PIN, HIGH). The line is 

checked if the Pump status is equal to 1, the pump is turned on with a value from digitalWrite = HIGH, 

then sends a notification to the Blynk application using Blynk.notify (), the notification sent to the blynk 

application will appear as written on the program. In the line of code, there is also Serial.print () which is 

useful for sending info to the serial monitor, if the Pump status variable is not equal to 1 then digitalWrite 

= LOW. 

void kontrolPompa()  

{  

  if (statusPompa == 1)   

  {  

    digitalWrite(POMPA_PIN,HIGH);  

    Blynk.notify("Peringatan!!, Kelembaban Tanah Berkurang, Pompa Air Dihidupkan");  

    Serial.print("\n Peringatan!!, Kelembaban Tanah Berkurang, Pompa Air Dihidupkan");     

Blynk.tweet("Peringatan!!, Kelembaban Tanah Berkurang, Pompa Air Dihidupkan");  

  }   else  

  {  

    digitalWrite(POMPA_PIN,LOW);  

    Blynk.notify("Kelembaban Tanah Sudah Cukup, Pompa Air Dimatikan!!");  

    Serial.print("\n Kelembaban Tanah Sudah Cukup, Pompa Air Dimatikan!! \n");     

Blynk.tweet("Kelembaban Tanah Sudah Cukup, Pompa Air Dimatikan!!");  

  }  

}  

16. Function Send Sensor Data to Blynk 
The Blynk application has a virtual pin to be able to read the value of  the sensors used  in this device, 

therefore to declare which pin to use, write the code as above Blynk.virtuaalWrite (0, temperature Air) 

means virtual pin 0 (V0 ) to read the air temperature. Next is a line of code to synchronize the sensor data 

and virtual pin of the Blynk application.  

void kirimDataSensor()  

{  

  Blynk.virtualWrite(0, suhuUdara); //virtual pin V0  

  Blynk.virtualWrite(1, kelembabanUdara); // virtual pin V1  

  Blynk.virtualWrite(2, kelembabanTanah); // virtual pin V2 }  
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17. Function Loop  
In  writing  the  program  code,  there  is  one  function  that  is  useful  to  run  the  program  repeatedly  or 

continuously, this is the function of the loop, so functions that have been declared with various needs will 

be running continuously as long as the device is ON. Here is a line of code from the Loop function.  

void loop(){      Blynk.run();      

timer.run();  

  } 

4 Results	and	Discussion	
After the tool is finished, the tool is tested. Testing this tool is divided into several dates on the NodeMcu 

monitor  series,  Blynk  application  and  social  media.  Display  of  data  that  is  raised,  among  others,  air 

temperature data, air humidity data, soil moisture data, information about the activities of the pump that 

is active and is dead. The trial display of sensors on Facebook and Twitter can be seen in Figure 5 and 

Figure 6 below. 

1. Trial Date 23 January 2018 Display of Facebook Website  

  
Figure 5. Display of Facebook Website Information January 23.  

 
In the above view, there is info sent from the device, about the current environmental conditions. Data is 

sent periodically every 2 seconds. 

2. Trial January 23 Display Twitter Website. 

  
Figure 6. Display of Twitter Website Information January 23. 
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5 Conclusion	
Based on the implementation of making research ranging from analysis, design to the implementation 

stage, the author can draw conclusions as follows: 

a) This device is very good for use in agriculture because it is very helpful for farmers to monitor and 
irrigate crops.  

b) Farmers  can  control  and monitor  remotely  because  the  NodeMcu microcontroller  has  a  wifi 
device that can connect to the internet, so it can access data freely from anywhere. 

c) The Blynk application is very helpful in IoT for creating monitoring applications. 
d) In addition to opening the Blynk application, there are also notifications received through social 

media accounts, making it very easy to monitor. 
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ABSTRACT 

New Artificial Human Optimization (AHO) Field Algorithms can be created from scratch or by adding the 

concept of Artificial Humans  into other existing Optimization Algorithms. Particle Swarm Optimization 

(PSO) has been very popular for solving complex optimization problems due to its simplicity. In this work, 

new Artificial Human Optimization Field Algorithms are created by modifying existing PSO algorithms with 

AHO Field Concepts. These Hybrid PSO Algorithms comes under PSO Field as well as AHO Field. There are 

Hybrid PSO research articles based on Human Behavior, Human Cognition and Human Thinking etc. But 

there  are  no Hybrid  PSO  articles which based on  concepts  like Human Disease, Human Kindness  and 

Human Relaxation. This paper proposes new AHO Field algorithms based on these research gaps. Some 

existing Hybrid PSO algorithms are given a new name in this work so that it will be easy for future AHO 

researchers  to  find  these  novel  Artificial  Human  Optimization  Field  Algorithms.  A  total  of  6  Artificial 

Human  Optimization  Field  algorithms  titled  "Human  Safety  Particle  Swarm  Optimization  (HuSaPSO)", 

“Human  Kindness  Particle  Swarm  Optimization  (HKPSO)",  “Human  Relaxation  Particle  Swarm 

Optimization  (HRPSO)",  “Multiple  Strategy  Human  Particle  Swarm  Optimization  (MSHPSO)",  “Human 

Thinking  Particle  Swarm  Optimization  (HTPSO)"  and  “Human  Disease  Particle  Swarm  Optimization 

(HDPSO)” are tested by applying these novel algorithms on Ackley, Beale, Bohachevsky, Booth and Three‐

Hump Camel Benchmark Functions. Results obtained are compared with PSO algorithm. 

Keywords: Artificial Humans, Artificial Human Optimization Field, Particle Swarm Optimization, Genetic 

Algorithms, Hybrid Algorithms, Global Optimization Techniques, Nature Inspired Computing, Bio‐Inspired 

Computing, Artificial Intelligence, Machine Learning 

Highlights: 1) World’s First Hybrid PSO algorithm based on Human Kindness is proposed in this paper. 

2) World’s First Hybrid PSO algorithm based on Human Relaxation is proposed in this paper 

3) World’s First Hybrid PSO algorithm based on Human Disease is proposed in this paper 

4) Made corrections to previous work under AHO Field in the Introduction Section of the paper 

5) A Novel Section “Interesting Findings in Artificial Human Optimization Field” is present in this article 
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6) Some existing Hybrid PSO algorithms are given a new name in this paper 

1 Introduction	
A field  is a particular branch of study. Artificial Human Optimization Field  (AHO Field)  is a  latest  field. 

Proposing a new algorithm is different from proposing a new field. Generally researchers propose new 

algorithms. But for the first time in research industry history, a young researcher proposed a new field 

through  Transactions  on  Machine  Learning  and  Artificial  Intelligence  journal  paper.  Artificial  Human 

Optimization (AHO) is a very recent field which took its birth on December 2016. This work was published 

in Transactions on Machine Learning and Artificial Intelligence with title “Entrepreneur: Artificial Human 

Optimization”. Hence this field is less than 2 years old. According to recent articles in AHO literature, there 

is scope for many PhD’s and PostDoc’s in Artificial Human Optimization Field (AHO Field). Also there exists 

an  ocean  of  opportunities  in  Artificial  Human Optimization  Field.  According  to  article  “Entrepreneur: 

Artificial Human Optimization”, the first article in AHO Field was proposed in 2012 and there exists less 

than 20 papers in AHO Field. This mistake was corrected and the first article in AHO Field was proposed 

in 2009 according to article “Artificial Human Optimization – An Introduction”. Again there was a mistake. 

This mistake was corrected in article “Artificial Human Optimization – An Overview”. The correction was 

that the first article in AHO Field was proposed in 2006. Again there was a mistake. Finally, according to 

this paper “Novel Artificial Human Optimization Field Algorithms – The Beginning”, the first paper in AHO 

Field was proposed in 2003 with title “Society and Civilization: An Optimization Algorithm Based on the 

Simulation of Social Behavior”. Also there exist more than 30 papers in AHO Field. According to a recent 

article in AHO Literature, there is scope for millions of research articles in AHO Field [1‐12]. Papers [1‐12] 

gives details about Artificial Human Optimization Field,  its algorithms and  its overview. Papers [13‐17] 

shows Hybrid PSO algorithms which come under Artificial Human Optimization Field. 

The rest of the article is organized as follows: 

Section 2 shows Particle Swarm Optimization (PSO) algorithm. Section 3 to Section 8 shows "Human Safety 

Particle  Swarm  Optimization  (HuSaPSO)",  “Human  Kindness  Particle  Swarm  Optimization  (HKPSO)", 

“Human  Relaxation  Particle  Swarm Optimization  (HRPSO)",  “Multiple  Strategy Human  Particle  Swarm 

Optimization (MSHPSO)", “Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO)" and “Human Disease 

Particle Swarm Optimization (HDPSO)” respectively. Interesting Findings in AHO Field are shown in Section 

9. Section 10 gives results obtained. Finally, Conclusions are given in Section 11. 

2 Particle	Swarm	Optimization	
Particle  Swarm Optimization  (PSO) was proposed by  Kennedy  and  Eberhart  in  1995.  PSO  is  based on 

Artificial Birds.  It has been applied to solve complex optimization problems. Papers [18‐24] shows you 

details related to PSO, its algorithms and its overview. 

In PSO,  first we  initialize all particles as shown below. Two variables pbesti and gbest are maintained. 

pbesti is the best fitness value achieved by ith  particle so far and gbest is the best fitness value achieved 

by all particles so far. Lines 4 to 11 in the below text helps in maintaining particle best and global best.  

Then the velocity is updated by rule shown in line no. 14. Line 15 updates position of ith particle. Line 19 

increments the number of iterations and then the control goes back to line 4. This process of a particle 

moving  towards  its  local  best  and  also  moving  towards  global  best  of  particles  is  continued  until 

termination criteria will be reached. 
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Procedure: Particle Swarm Optimization (PSO) 

1) Initialize all particles 
2) iterations = 0 
3) do 
4)   for each particle i do 
5)    If ( f( xi ) < f( pbesti ) ) then 
6)      pbesti = xi  
7)    end if 
8)    if ( f( pbesti ) < f( gbest ) ) then 
9)      gbest = pbesti 
10)    end if 
11)   end for  
12)  for each particle i do 
13)    for each dimension d do 
14)      vi,d = w*vi,d +        
                                                C1*Random(0,1)*(pbesti,d – xi,d) 
                                              + C2*Random(0,1)*(gbestd – xi,d) 
15)      xi,d = xi,d + vi,d 
17)    end for 
18)  end for 
19)  iterations = iterations + 1 
20) while ( termination condition is false) 
 

3 Human	Safety	Particle	Swarm	Optimization	
In PSO particles move towards local best and global best. Almost all PSO algorithms are based on best 

location of particles. But there is another strategy which is moving towards the optimal by using worst 

location  of  particles.  Some  algorithms  in  PSO  Field  are  based  on  this  idea  in which worst  location  of 

particles also helps in finding optimal solution.  

The idea of using worst location of particles in the velocity updating equation was first introduced in [28].  

A Novel PSO Algorithm was proposed in [25]. In this algorithm, a coefficient is calculated based on distance 

of  particle  to  closest  best  and  closest  worst  particles.  This  coefficient  is  used  in  updating  velocity  of 

particle.  In [26], velocity  is updated using both particles best and particles worst  location. This work  is 

extended in [27] where velocity of particle is updated using particles local worst, global worst, particles 

local best and global best of all particles. The velocity is updated in [11] where particles move towards the 

local best and global best  in even  iterations and move away from local worst and global worst  in odd 

iterations.  

According to our experience it can be observed that Humans not only learn from his/her own local best 

and other individuals global best but also learns from his/her own local worst and other individuals global 

worst. Hence in [28], a new PSO (NPSO) is proposed where optimal solution is found by moving away from 

local worst location of particle and global worst location of all particles. The algorithm (NPSO) proposed 

in [28] is based on Artificial Human Optimization Field Concepts because there are Humans who try to be 

on safe side by moving away from local worst and global worst. Hence NPSO in [28] is given a new name 

titled “Human Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO)” in this current paper. 
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In line no. 14 in below procedure it can be seen that velocity update equation is based on moving away 

from local worst of particle and global worst of all particles. In NPSO work in [28], researchers haven’t 

used inertia weight while updating velocity but in the below procedure,  inertia weight is used. Human 

Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO) is shown below:  

Procedure: Human Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO) 

1) Initialize all particles 
2) iterations = 0 
3) do 
4)   for each particle i do 
5)    If ( f( xi ) < f( pbesti ) ) then 
6)      pbesti = xi  
7)    end if 
8)    if ( f( pbesti ) < f( gbest ) ) then 
9)      gbest = pbesti 
10)    end if 
11)   end for  
12)  for each particle i do 
13)    for each dimension d do 
14)      vi,d = w*vi,d +        
                                                C1*Random(0,1)*( xi,d – pworsti,d) 
                                              + C2*Random(0,1)*( xi,d – gworstd) 
15)      xi,d = xi,d + vi,d 
17)    end for 
18)  end for 
19)  iterations = iterations + 1 
20) while ( termination condition is false) 
 

4 Human	Kindness	Particle	Swarm	Optimization	
There are no Hybrid PSO algorithms based on Human Kindness till date. Human Kindness is modeled by 

introducing  KindnessFactori  for  particle  i.  This  factor  is  added  in  the  position  update  equation  in  line 

number 15 of the below procedure. The more the KindnessFactor the faster is the movement of particle. 

In this work, a random number between 0 and 1 is generated and assigned to KindnessFactor of particle. 

The Proposed Human Kindness Particle Swarm Optimization (HKPSO) is shown below: 

Procedure: Human Kindness Particle Swarm Optimization (HKPSO) 

1) Initialize all particles 
2) iterations = 0 
3) do 
4)   for each particle i do 
5)    If ( f( xi ) < f( pbesti ) ) then 
6)      pbesti = xi  
7)    end if 
8)    if ( f( pbesti ) < f( gbest ) ) then 
9)      gbest = pbesti 
10)    end if 
11)   end for  
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12)  for each particle i do 
13)    for each dimension d do 
14)      vi,d = w*vi,d +        
                                                C1*Random(0,1)*(pbesti,d – xi,d) 
                                              + C2*Random(0,1)*(gbestd – xi,d) 
15)      xi,d = xi,d + KindnessFactori * vi,d 
17)    end for 
18)  end for 
19)  iterations = iterations + 1 
20) while ( termination condition is false) 
 

5 Human	Relaxation	Particle	Swarm	Optimization	
There are no Hybrid PSO algorithms based on Human Relaxation  till  date. All  particles move  in  some 

direction in all iterations. There is nothing like relaxation for a particle. RelaxationProbability is introduced 

in this paper in an attempt to model Human Relaxation. A random number is generated in the line number 

13 in the below procedure. If the random number generated is less than or equal to RelaxationProbability 

then the particle is said to be on relaxation state and this particle will skip velocity updating and position 

updating in this particular iteration. On the other hand, if the random number generated is greater than 

RelaxationProbability, then particle will undergo velocity and position updating just like in normal PSO. 

Proposed Human Relaxation Particle Swarm Optimization (HRPSO) is shown below: 

Procedure: Human Relaxation Particle Swarm Optimization (HRPSO) 

1) Initialize all particles 
2) Initialize RelaxationProbability   
2) iterations = 0 
3) do 
4)   for each particle i do 
5)    If ( f( xi ) < f( pbesti ) ) then 
6)      pbesti = xi  
7)    end if 
8)    if ( f( pbesti ) < f( gbest ) ) then 
9)      gbest = pbesti 
10)    end if 
11)   end for  
12)  for each particle i do     
13)    if  Random(0,1) < = RelaxationProbability  
14)      continue   // continues to next particle 
15)    end if  
16)    for each dimension d do 
17)      vi,d = w*vi,d +        
                                                C1*Random(0,1)*(pbesti,d – xi,d) 
                                              + C2*Random(0,1)*(gbestd – xi,d) 
18)      xi,d = xi,d + vi,d 
19)    end for 
20)  end for 
21)  iterations = iterations + 1 
22) while ( termination condition is false) 
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6 Multiple	Strategy	Human	Particle	Swarm	Optimization	
Hassan Satish Particle Swarm Optimization (HSPSO) proposed in [11] is given a new name titled “Multiple 

Strategy  Human  Particle  Swarm  Optimization  (MSHPSO)”  in  this  paper.  MSHPSO  is  obtained  by 

incorporation  of  Multiple  Strategy  Human  Optimization  (MSHO)  concepts  into  Particle  Swarm 

Optimization. In starting and even generations the Artificial Humans move towards the best fitness value. 

In odd generations Artificial Humans move away from the worst fitness value. In MSHPSO, local worst of 

particle and global worst of all particles are maintained in addition to local best of particle and global best 

of all particles. This is shown in lines 4 to 17. In lines 19 to 24 velocity is calculated by moving towards the 

local best of particle and global best of all particles. In lines 26 to 31 pseudo code for odd generations is 

shown in below text. In these odd generations particles move away from local worst of particle and also 

away from global worst of all particles. In line 33, number of iterations is incremented by one. Then control 

goes back to line number 4. This process of moving towards the best in one generation and moving away 

from  the worst  in  next  generation  is  continued  until  termination  criteria  has  been  reached. MSHPSO 

proposed in [11] is shown below: 

Procedure: Multiple Strategy Human Particle Swarm Optimization (MSHPSO) 

1) Initialize all particles 
2) iterations = 0 
3) do 
4)   for each particle i do 
5)    If ( f( xi ) < f( pbesti ) ) then 
6)      pbesti = xi  
7)    end if 
8)    if ( f( pbesti ) < f( gbest ) ) then 
9)      gbest = pbesti 
10)    end if 
11)    If ( f( xi ) > f( pworsti ) ) then 
12)      pworsti = xi  
13)    end if 
14)    if ( f( pworsti ) > f( gworst ) ) then 
15)      gworst = pworsti 
16)    end if 
17)   end for  
18)  If ((iterations == 0) || (iterations%2==0)) then 
                // for starting and even iterations 
19)    for each particle i do 
20)      for each dimension d do 
21)            vi,d = w*vi,d +             
                                                C1*Random(0,1)*(pbesti,d – xi,d)  
                                               +C2*Random(0,1)*(gbestd – xi,d) 
22)            xi,d = xi,d + vi,d 
23)      end for 
24)    end for 
25)  else // for odd iterations 
26)    for each particle i do 
27)      for each dimension d do 
28)           vi,d = w*vi,d +                       
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                                                     C1*Random(0,1)*( xi,d ‐         
                                                     pworsti,d )  
                                                    + C2*Random(0,1)*( xi,d ‐                       
                                                     gworstd) 
29)           xi,d = xi,d + vi,d 
30)      end for 
31)    end for 
32)  end if 
33)  iterations = iterations + 1 
34) while ( termination condition is false) 

7 Human	Thinking	Particle	Swarm	Optimization	
In  [12],  the  particles  move  towards  best  locations  and  away  from  worst  locations  in  the  same 

iteration/generation. The Concept used in [12] and [27] is same. The only difference is that a new name 

titled “Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO)” is given in [12] for the concept in [27]. 

Almost  all  Particle  Swarm  Optimization  (PSO)  algorithms  are  proposed  such  that  the  particles  move 

towards best particles. But Human Thinking is such that they not only move towards best but also moves 

away  from  the  worst.  This  concept  was  used  to  design  algorithm  titled  “Multiple  Strategy  Human 

Optimization (MSHO)” in [4]. In MSHO, artificial Humans move towards the best in even generations and 

move away from the worst in odd generations. But in Human Thinking Particle Swarm Optimization, both 

strategies happen in the same generation and all generations follow the same strategy. That is moving 

towards  the  best  and  moving  away  from  the  worst  strategies  happen  simultaneously  in  the  same 

generation unlike MSHO designed in [4]. The HTPSO algorithm proposed in [12] and [27] is shown below: 

Procedure: Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO) 

1) Initialize all particles 

2) iterations = 0 

3) do 

4)   for each particle i do 

5)    If ( f( xi ) < f( pbesti ) ) then 

6)      pbesti = xi  

7)    end if 

8)    if ( f( pbesti ) < f( gbest ) ) then 

9)      gbest = pbesti 

10)    end if 

11)    If ( f( xi ) > f( pworsti ) ) then 

12)      pworsti = xi  

13)    end if 

14)    if ( f( pworsti ) > f( gworst ) ) then 

15)      gworst = pworsti 

16)    end if 

17)   end for  

18)  for each particle i do 

19)    for each dimension d do 

20)           vi,d = w*vi,d + Random(0,1)*(pbesti,d – xi,d) + Random(0,1)*(gbestd – xi,d) 
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21)           vi,d = vi,d + Random(0,1)*( xi,d ‐ pworsti,d ) + Random(0,1)*( xi,d ‐ gworstd) 

22)           xi,d = xi,d + vi,d 

23)    end for 

24)  end for 

25)  iterations = iterations + 1 

26) while (termination condition is false) 

8 Human	Disease	Particle	Swarm	Optimization	
In this section, an innovative Hybrid PSO algorithm titled “Human Disease Particle Swarm Optimization 

(HDPSO)” is proposed which is based on Bipolar Disorder Human Disease. People with Bipolar Disorder 

Human Disease experience changes in moods between depression and mania. This disease is also known 

as manic depression. The mood swings between highs of mania (very happy) and lows of depression (very 

sad) are significant and usually extreme. The mood of either mania or depression can exist for few days, 

few weeks or even few months. 

In Human Disease Particle Swarm Optimization, the strategy for updating velocity is different in odd and 

even generations. Person affected with Bipolar Disorder Human Disease goes through Very happy (UP) 

and very sad  (Down) phases. Very happy and Very sad phases of Bipolar Disorder Human Disease are 

imitated in proposed HDPSO algorithm by incorporating different updating strategies in Particle Swarm 

Optimization  algorithm.  If  person  is  very  happy  then he moves  towards  global  best  and  local  best  of 

particles. If the person is very sad then he moves away from global best and local best of particles. In line 

15 in below procedure, the person moves towards global best and local best of particles. In line 22, the 

person moves away from global best and local best of particles. The proposed HDPSO algorithm is shown 

below: 

Procedure: Human Disease Particle Swarm Optimization (HDPSO) 

1) Initialize all particles 
2) iterations = 0 
3) do 
4)   for each particle i do 
5)    If ( f( xi ) < f( pbesti ) ) then 
6)      pbesti = xi  
7)    end if 
8)    if ( f( pbesti ) < f( gbest ) ) then 
9)      gbest = pbesti 
10)    end if 
11)   end for 
   
12)  If ((iterations == 0) || (iterations%2==0)) then 
                // for starting and even iterations 
13)    for each particle i do 
14)      for each dimension d do 
15)            vi,d = w*vi,d +             
                                                C1*Random(0,1)*(pbesti,d – xi,d)  
                                               +C2*Random(0,1)*(gbestd – xi,d) 
16)            xi,d = xi,d + vi,d 
17)      end for 
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18)    end for 
19)  else // for odd iterations 
20)    for each particle i do 
21)      for each dimension d do 
22)           vi,d = w*vi,d +                       
                                                     C1*Random(0,1)*( xi,d ‐                                                
                                                     pbesti,d )  
                                                    + C2*Random(0,1)*( xi,d ‐                       
                                                     gbestd ) 
23)           xi,d = xi,d + vi,d 
24)      end for 
25)    end for 
26)  end if 
27)  iterations = iterations + 1 
28) while ( termination condition is false) 

9 Interesting	Findings	in	Artificial	Human	Optimization	Field	
Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO) was proposed in [12] by Satish Gajawada et al. in 

2018. Velocity is updated in HTPSO such that particle moves towards its local best, global best of particles, 

its local worst and global worst of particles. But this idea of velocity update is already proposed in [27]. 

Hence from here on it should be noted that HTPSO algorithm in [12] was originally proposed in [27]. This 

mistake happened because researchers added concept of Artificial Humans into PSO algorithms but they 

have not included the word “Human” in naming the new algorithm or in the entire paper. Another reason 

is that there are common things between Artificial Birds and Artificial Humans. The idea in [12] and [27] 

belongs to this intersection. PSO researchers added this common behavior to PSO and considered it as an 

algorithm based on Artificial Birds. Artificial Human Optimization Field (AHO Field) is new and hence there 

are not many algorithms under this new field. It will be very difficult for an AHO researcher to find that 

his concept/algorithm already exists in the form of PSO variant.  

The algorithm in [28] comes under Artificial Human Optimization Field. There are millions of articles on 

internet. It will be very difficult for Artificial Human Optimization (AHO) researcher to find the fact that 

there exists paper  [28] which added human safety  into PSO and hence this work  in  [28] comes under 

Artificial  Human Optimization  Field.  Also  the  title  of  paper  [28]  is  “New  Particle  Swarm Optimization 

Technique”. Hence AHO researchers might think this is another algorithm inspired by birds. Hence from 

here on researchers should include word “Human” or some other word to know that it is a AHO concept 

algorithm.  

10 Results	
The  results  obtained  after  applying  HuSaPSO,  HKPSO,  HRPSO,  MSHPSO,  HTPSO,  HDPSO  and  PSO 

algorithms on various benchmark functions are shown in this section. The figures of benchmark functions 

are taken from [29]. 
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Figure 1. Ackley Function  

 

Figure 2. Result given by Human Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO) on Ackley Function 

 

Figure 3. Result given by Human Kindness Particle Swarm Optimization (HKPSO) on Ackley Function 

 

Figure 4. Result given by Human Relaxation Particle Swarm Optimization (HRPSO) on Ackley Function 

 

Figure 5. Result given by Multiple Strategy Human Particle Swarm Optimization (MSHPSO) on Ackley 
Function 
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Figure 6. Result given by Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO) on Ackley Function 

 

Figure 7. Result given by Human Disease Particle Swarm Optimization (HDPSO) on Ackley Function 

 

 

Figure 8. Result given by Particle Swarm Optimization (PSO) on Ackley Function 

From  Figure  2  to  Figure  8  it  can  be  observed  that  HKPSO,  HRPSO,  PSO  gave  optimum  solution  and 

performed well on Ackley Function. But HuSaPSO, HTPSO, HDPSO, MSHPSO algorithms didn’t perform 

well on Ackley Function. 

 

 

Figure 9. Beale Function 
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Figure 10. Result given by Human Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO) on Beale Function 

 

Figure 11. Result given by Huma Kindness Particle Swarm Optimization (HKPSO) on Beale Function 

 

Figure 12. Result given by Human Relaxation Particle Swarm Optimization (HRPSO) on Beale Function 

 

Figure 13. Result given by Multiple Strategy Human Particle Swarm Optimization (MSHPSO) on Beale 
Function 

 

Figure 14. Result given by Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO) on Beale Function 
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Figure 15. Result given by Human Disease Particle Swarm Optimization (HDPSO) on Beale Function 

 

Figure 16. Result given by Particle Swarm Optimization (PSO) on Beale Function 

From  Figure  10  to  Figure  16  it  can  be  observed  that HKPSO, HRPSO, MSHPSO, HDPSO  and  PSO  gave 

optimal result and performed well on Beale Function. But HuSaPSO, HTPSO didn’t perform well on Beale 

Function. 

 

Figure 17. Bohachevsky Function 

 

Figure 18. Result given by Human Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO) on Bohachevsky Function 

 

Figure 19. Result given by Human Kindness Particle Swarm Optimization (HKPSO) on Bohachevsky Function 
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Figure 20. Result given by Human Relaxation Particle Swarm Optimization (HRPSO) on Bohachevsky Function 

 

Figure 21. Result given by Multiple Strategy Human Particle Swarm Optimization (MSHPSO) on Bohachevsky 
Function 

 

Figure 22. Result given by Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO) on Bohachevsky Function 

 

Figure 23. Result given by Human Disease Particle Swarm Optimization (HDPSO) on Bohachevsky Function 

 

Figure 24. Result given by Particle Swarm Optimization (PSO) on Bohachevsky Function 
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From Figure 18  to Figure 24  it  can be observed  that HKPSO, HRPSO and PSO gave optimal  result and 

performed well on Bohachevsky Function. But  HuSaPSO, MSHPSO, HTPSO and HDPSO didn’t perform well 

on Bohachevsky Function. 

 

Figure 25. Booth Function 

 

Figure 26. Result given by Human Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO) on Booth Function 

 

Figure 27. Result given by Human Kindness Particle Swarm Optimization (HKPSO) on Booth Function 

 

Figure 28. Result given by Human Relaxation Particle Swarm Optimization (HRPSO) on Booth Function 
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Figure 29. Result given by Multiple Strategy Human Particle Swarm Optimization (MSHPSO) on Booth Function 

 

Figure 30. Result given by Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO) on Booth Function 

 

Figure 31. Result given by Human Disease Particle Swarm Optimization (HDPSO) on Booth Function 

 

Figure 32. Result given by Particle Swarm Optimization (PSO) on Booth Function 

From Figure 26 to Figure 32 it can be observed that HuSaPSO gave result close to optimal solution and 

performed O.K. HKPSO, HRPSO, HDPSO, MSHPSO and PSO gave optimal result and performed well on 

Booth Function. But HTPSO didn’t perform well on Booth Function. 
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Figure 33. Three‐Hump Camel Function 

 

Figure 34. Result given by Human Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO) on Three‐Hump Camel 
Function 

 

Figure 35. Result given by Human Kindness Particle Swarm Optimization (HKPSO) on Three‐Hump Camel 
Function 

 

Figure 36. Result given by Human Relaxation Particle Swarm Optimization (HRPSO) on Three‐Hump Camel 
Function 

 

Figure 37. Result given by Multiple Strategy Human Particle Swarm Optimization (MSHPSO) on Three‐Hump 
Camel Function 
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Figure 38. Result given by Human Thinking Particle Swarm Optimization (HTPSO) on Three‐Hump Camel 
Function 

 

Figure 39. Result given by Human Disease Particle Swarm Optimization (HDPSO) on Three‐Hump Camel 
Function 

 

Figure 40. Result given by Particle Swarm Optimization (PSO) on Three‐Hump Camel Function 

From Figure 34 to Figure 40 it can be observed that HKPSO, HRPSO, MSHPSO, HTPSO, HDPSO and PSO 

gave optimal result and performed well on Three‐Hump Camel Function. But HuSaPSO didn’t perform well 

on Three‐Hump Camel Function. 

 

Figure 41. Overall Result 

In  Figure  41  first  row  shows  PSO  algorithms  and  first  column  shows  benchmark  functions.  Green 

represents “Performed Well”. Red represents “Didn’t Performed Well”. Blue represents “Performed O.K.” 

or “Performed Between Well and Not Well”. 

From above figure  it  is clear that HKPSO, HRPSO and PSO performed Well for all benchmark functions 

whereas  HuSaPSO  didn’t  perform  well  even  on  single  benchmark  function.  MSHPSO  and  HSPSO 

performed well on three benchmark functions. HTPSO performed well on only single benchmark function. 
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11 Conclusions	
Hybrid PSO algorithms inspired by Human Kindness (HKPSO), Bipolar Disorder Human Disease (HDPSO) 

and Human Relaxation (HRPSO) are proposed in this novel work. Two previous Hybrid PSO algorithms are 

given a new name titled “Human Safety Particle Swarm Optimization (HuSaPSO)” and “Multiple Strategy 

Human Particle Swarm Optimization (MSHPSO)” in this research paper. A total of 7 algorithms are applied 

on set of 5 benchmark functions and results obtained are shown in this work. It can be concluded that just 

because some optimization algorithm  is  inspired by Humans doesn’t mean  it will perform better  than 

other optimization algorithms like optimization algorithms inspired by other beings like Birds (PSO). It can 

be observed from this work that some AHO algorithms performed as good as PSO where as some other 

AHO algorithms didn’t perform as good as PSO. This is just the beginning of research in Artificial Human 

Optimization Field (AHO Field).     
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              ABSTRACT 

We  defined  some  elementary  terminology.  It  includes  the  vector  space,  linear  combination,  set  of 

independent vectors, dependent vectors, basis of vector space, and direct sum of subspaces. This theory 

can  help  us  lower  the  dimension  of  a  given  vector  spaces. We  apply  to  multivariate  linear  multiple 

regression analysis. It not only simplifies the computation and eases the interpretation, but also reduce 

the rate of errors. Cook (2010) developed an envelope model for the same reason. The main objective in 

that model is decomposing the covariance matrix into the sum of two matrices, each of whose column 

spaces either contains, or is orthogonal to, the subspace containing the mean. In other words, break the 

covariance matrix into the direct sum of the subspaces.  

Mathematical Subject Classification: 15‐00 

Keywords  and  Phrases:  basis  of  the  vector  space,  direct  sum  of  subspaces,  decompose  the 

covariance  matrix,  envelope  model,  finite  dimensional  vector  space,  linear  combinations  of  vector, 

linearly  dependent  vectors,  linearly  independent  vectors,  multivariate  linear  regression,  span  of  the 

vector space.   

1 Introduction	
Author worked for Internal Revenue Service for a long period of time. That organization has over one‐

hundred  thousand  variables  available  for  study.  It  is  not  uncommon  to  study  more  than  a  hundred 

variables simultaneously at only one time. For example, in a case study there are 130 variables needed to 

find a  relationship between  the variables and predict  its  future  trend. We need  to  run a multivariate 

regression  analysis.  Our  experiences  are  calling  a  conference meeting with  the  subject matter  group 

members. Using  their  suggestions, we  can break down  the  variables  into  smaller  groups.  Let  say 130 

variables are cut into six groups of 20 variables each, and 10 variables in the remainder one. In this way, 

it is not only easier to run the program, but it will also help to interpret the output, and reduce the chance 

to make errors. Cook (2010) developed the envelope model that decomposed the covariance matrix into 

the direct  sum of  two matrices, each of whose column spaces either contains or  is orthogonal  to  the 

subspace containing the mean. The objective of his model is consistent with ours. 

 

 



Transact ions on Machine Learning and Art i f ic ia l  Inte l l igence  Volume 7,  Issue 1,  Feb 2019
 

Copyr ight  © Society  for  Science and Educat ion United Kingdom 43 
 

2 Linear	Transformation	

Let V be n‐dimensional vector space over a field F and let  1,... Nv v  be a basis of V over F. If  (v)T A , 

then T is determined on any vector as soon as we know its action on a basis of V. Since T maps V into V, 

1 2v , ,..... nT v T v T  must all be in V. As elements of V, each of these is a realization in a unique way as a 

linear combination of  1,... Nv v over F. Thus, 

1 11 1 12 2 1v ......... n nT v v v       

2 21 1 22 2 2v ......... n nT v v v     
 

n 1 1 2 2v .........n n nn nT v v v       

Where each  ij F   This system of equation can be written more compactly as 

i
1

v        i=1,2....n
n

ij j
j

T v


 j 

The  ordered  set  of 
2n  numbers  ij  in  F  completely  describes  T.  They  will  serve  as  the measure  of 

representing T. 

Definition 2.1 

Let V be an n dimensional vector space over F and let  1,.... nv v  

be a basis for v over F. If T A(V)  then the matrix of T in the basis  1,.... nv v  written as m(T), is 

11 12 1

21 22 2

1 2

i
1

. .

. .

( ) . . . . .

. . . . .

. .

  v                   

n

n

n n nn

n

ij j
j

m T

where T v

  
  

  




 
 
 
 
 
 
 
 



 

Example 2.1 Let the vector space V of 2x2 matrix over R and the following usual basis E of V. 

1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0
E={E ,  ,  E ,  E }

0 0 0 0 1 0 0 1
E
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Let 
1 2

3 4
M

 
  
 

 and  1T  be the linear transformation on V defined by  1T ( ) .E ME  Find the matrix 

representation of  1T  relative to the above usual basis of V.     

1 1 1 1 2 3 4

1 2 1 0 1 0
( ) 1 0 3 0

3 4 0 0 3 0
T E ME E E E E

    
          

    
 

1 2 2 1 2 3 4

1 2 0 1 0 1
( ) 0 1 0 3

3 4 0 0 0 3
T E ME E E E E

    
          

    
 

1 3 3 1 2 3 4

1 2 0 0 2 0
( ) 2 0 4 0

3 4 1 0 4 0
T E ME E E E E

    
          

    
 

1 4 4 1 2 3 4

1 2 0 0 0 2
( ) 0 2 0 4

3 4 0 1 0 4
T E ME E E E E

    
          

    
 

Since dim V=4, any matrix representation of a linear transformation on V must be a 4‐square matrix. 

Hence     1

1 0 2 0

0 1 0 2

3 0 4 0

0 3 0 4

E
T

 
 
 
 
 
 

 

Example 2.2 Let 
a b

M
c d

 
  
 

 and  2T  V‐>V be the linear transformation   on  V  defined  by 

2T ( ) .E EM  Find the matrix representation of  2T  in the above usual basis of V.   

2 1 1 1 2 3 4

1 0
( ) 0 0

0 0 0 0

a b a b
T E E M aE bE E E

c d

    
          

    
 

2 2 2 1 2 3 4

0 1
( ) 0 0

0 0 0 0

a b c d
T E E M cE dE E E

c d

    
          

    
 

2 3 3 1 2 3 4

0 0 0 0
( ) 0 0

1 0

a b
T E E M E E aE bE

c d a b

    
          

    
 

2 4 4 1 2 3 4

0 0 0 0
( ) 0 0

0 1

a b
T E E M E E cE dE

c d c d
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Hence     2

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

E

a b

c d M
T

a b M

c d

 
          
 
 

 

3 Define	Terms	
In this section we will define a sequence of useful terminology.  

It includes vector space, subspace of a vector space, linear combination of the vector, span of the vectors, 

set of linear independent vectors, basis of the vector space, dimension of vector space. All these terms 

are required for us to understand dimension reduction. Define the vector space as follow. 

Definition 3.1: A nonempty set V is said to be a vector space over a field F if V is an abelian group under 

an operation which we denote by +, and if for every  ,F v V    there is defined an element written 

as  v V  subject to:  

(1) ( ) ,  (2)( ) ,  (3) ( v)=( )v,

 (4) 1v=v for all , F, v,w V. 

v w v w v v v         
 

     
 

 

Where 1 represents the unit element of F under multiplication. 

definition 3.2: If V is a vector space over F if W V  then W is a subspace of V if under the operation of 

V, W, itself, forms 

a vector space over F. Equivalently, W is a subspace of V whenever  1 2, ,  Fw w W    implies that 

1 2 .w w W    

Definition 3.3: A linear combination of the vector space  

is a sum of scalar multiples of these vectors, that is , 

1 1 2 2 ,.... n nc v c v c v  ,  for some scalar coefficients,  1 2, ,.... nc c c F .  If S  is a set of vectors  in V, a 

linear  combination  of  vectors  in  S  is  a  vector  of  the  form 

1 1 2 2 i i,....  with i N, v ,  cn nc v c v c v S F      

Definition 3.4: The span of  the vectors  1 2, ,.... nc c c V is  the set of all  linear combinations of  these 

vectors, denoted by  1 2( , ,.... )nspan c c c . If S is a (finite or infinite) set of vectors in V, then the span of 

S, denoted by span(S), is the set of all linear combinations of vectors in S. If V=span(S), then S spans the 

vector space V. 

Definition 3.5: A (finite or infinite) set of vectors S in V is linearly independent if the only linear combination 

of  distinct  vectors  in  S  that produces  the  zero  vector  is  a  trivial  linear  combination.  That  is,  if  iv  are 

distinct vectors in S and  1 1 2 2 1 2 n,.... 0,  then c =c =....=c 0n nc v c v c v    . Vectors that are not 

linearly  independent  are  linear  dependent.  That  is,  there  exist  distinct  vectors 

1 2 1 2, ,....  and , ,....n nv v v S c c c  not all 0 such that 
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1 1 2 2 ,.... 0.n nc v c v c v     

Definition 3.6: Let V be a vector space over a field F. A set of vectors B in a vector space V is a basis for V 

if (1) B is a linearly independent set and (2) Span(B)=V. 

Definition 3.7: The number of vectors in a basis for a vector space V is the dimension of V denoted by 

dim(V).  

Definition 3.8: The sum of two subspaces is direct if and only if the intersection of these subspaces is zero. 

Since our objective is reduction the dimension of multivariate regression vector space using base theory. 

The following theorems can be found in Mal^Cev(1963) linear algebra. We only claim the theorems and 

not repeat its proof. 

Theorem 3.1 The dimension of the sum of two linear subspaces is the sum of their dimensions minus the 

dimension of their intersection. 

Proof: see Mal^Cev(1963), page 50. Alternatively, see Cook,R.D., 

Li,B. and Chiaromonte,F.(2010), page 936, Corollary 3.1. 

Theorem 3.2 The dimension of a direct sum of subspaces is the sum of their dimension. 

Proof: By theorem 3.1 the dimension of the sum is the sum of the dimensions minus the dimension of the 

intersection. From the definition 3.8, the intersection of the subspaces is zero 

and has dimension zero. Therefore, the dimension of the direct sum of two subspaces is the sum of their 

dimensions. 

If the number of summands is greater than 2, the proof carried out by induction. From theorem 3.2 we 

have the following.  

Theorem 3.3 If a subspace A is the direct sum of subspaces 

1,...... ,nA A  then taking a basis 
' '
1.....  

ii ima a of each subspace  iA  

for i=1,....n and combining these bases into one system,  

1 111 1 1..... ...... .....m s sma a a a  we obtain a Basis of the subspace A. 

The above definitions and three theorems are the foundation of our applications. More of the related 

facts will be discussed in the section 4. We now give some examples to demonstrate its the real meaning 

and its possible applications. 

Example 3.1 If we are given that 
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   1 2 3

1 2 3

2 3
,  A 1 2 ,  A 3  

1 5

2 3 0 0 0

1 5 0 0 0

0 0 1 2 0

0 0 0 0 3

A then

A A A

 
   
 

 
 
   
 
 
 

 

Example 3.2 Let  1{ ....... }nV VB  be a basis for V then  

1( ) ....... ( )nV span V span V    

Example 3.3 In the direct sum 
2 2( ;2) xR x xR  

2 2 21 2 0 1 1 5
(2 7, ) 3( 4 2, ) (5 12 1, )

3 4 1 0 0 4
x x x x x

     
                

 

4 Some	Facts			
Although in section 3 we have defined the terms of basis and dimension of a vector space, it may not be 

good enough in actual application. We realize that these two terms are critical and useful to us. We list 

more facts to help us to more deeply understand these two terms. Fact 1: Every vector space has a basis. 

Fact 2: The standard basis for 
nF  is a basis for 

nF , and so dim  .nF n  Fact 3: A basis B in a vector 

space V is the largest set of linearly independent vectors in V that contain B, and it is the smallest set of 

vectors in V that contains B and spans V. Fact 4: The empty set is a basis for the trivial vector space <0>, 

and dim<0>=0. Fact 5: If S is a linearly independent set in a vector space V, then S can be expanded, if 

necessary, to a basis for V. Fact 6: If the set  1,.... pS v v   spans a vector space V, then some subset 

of S forms a basis for V. For example, if one of the vectors, say  iv , is a linear combination of the remaining 

vectors, then the set formed from S by removing  iv , will be “closer” to a basis for V. This process can be 

continued until the remaining vectors form a basis for V.  

Fact 7: If a vector space V has a basis containing n vectors, then every basis of V must contain n vectors. 

Similarly if V has infinite basis, then every basis of V must be infinite. So the dimension of V is unique. Fact 

8: Let dim(V)=n and let S be a set containing n vectors. The following are equivalent: (8.1) S is a basis for 

V. (8.2) S span V. (8.3) S is linear independent. Fact 9: If dim(v)=n, then any subset of V containing more 

than n vectors is linearly dependent. Fact 10: If  1,..... pB b b   is a basis for a vector space V, then 

each  x V  can be expressed as a unique linear combination of the vectors in B. That is, for each  x V  

there is a unique set of scalars  1 2, ,..... pc c c  such that  1 1 2 2 ...... p px c b c b c b    . The concept 

of direct sum is the critical important to us. In section 3 we have clearly defined the direct sum and three 

important  theorems.  We  found  that  the  following  fact  can  help  us  in  real  applications.  Fact  1: 

1 2 1 2 if and only if W=W +WW W W    1 2and W W =<0>  Fact 2: If W is a subspace of V, 
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then there exists a subspace U of V such that V=W U.  Note that U is not usually unique. Fact 3: 

1 nLet W=W +....+W . The  following  statements  are  equivalent:  (3.1)  1 nLet W=W .... W .   

That is, for all i=1…n,  

we have  iW 0j
j i

W


   . (3.2) 

1

i
1

W 0  for all i=2,......n
i

j
j

W




    

(3.3) For each w W,  w can be expressed in exactly one way as a sum of vectors in   1 nW ....W .   That 

is,  there  exists  a  unique  i iw W ,  such  that  1 nw=w +....+w .  (3.4)  The  subspace 

iw ,   i=1....n for are  independent.  (3.5)  If  iB is  an  ordered  basis  for  iW ,  then 

n

i
i=1

B= B is  an 

ordered basis for W. Fact 4: If B is a basis for V and B is partitioned into disjoint subset  iB , for i=1……n. 

then  1 nV=span(B ) ........ span(B )  . Fact 5: If S is a linearly independent subset of V and S is 

partitioned  into  disjoint  subsets  iS ,  for  i=1…n,  then  the  subspaces  1 nspan(S ),........span(S )  are 

independent.  Fact  6:  If  V  is  finite  dimensional  and  1 nV=W +........+W ,  then 

1 ndim(V)=dim(W )+........+dim(W )  if and only if  1 nV=W ........ W  . 

5 Concluding	Remarks	
The Multivariate general linear multiple regression model is given by Y=XB+E where Y is nxp, X is nxq, B is 

qxp, and E  is nxp error matrix.  If we move E matrix to the other side of equation and combine with Y 

matrix, then we can view X matrix as a linear transformation on the parameter matrix B to the response 

matrix  Y.  This  paper  is  seeking  some  square  submatrix  iW  such  that  0i j
j i

W W


     iW  

1 p i=1,2,...p and W=W ..... Wfor   . We are sure that such square matrix exist as can be seen 

from example 2.2. However, the method to identify such submatrix from the given data set may not be 

trivial. Compare to  the Cook  (2010) envelope model, we  found that our basic objective  to  reduce the 

dimension of vector space is identical. Envelope model attempt to decompose the covariance matrix into 

the direct  sum of  two  submatrix,  each of whose  column  space either  contain or  is  orthogonal  to  the 

subspace containing the mean. The only way to do this is to create a split based on the eigenvector of the 

covariance. Of course, this will lead to a large computer related computation. 
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ABSTRACT   

The amount of articles in medicinal herbs is very huge. It is performed with unstructured format so that it 

takes time to get information as reader’s need. Therefore, this research purposes to recognize the name 

entity of article from internet in order to increase information retrieval or other analysis data purposes. 

Named entity recognition is one of the goals of information extraction which is to identify the name and 

characteristics of the herbs. This paper is propose the modified method of Hidden Marcov Model (HMM) 

with Viterbi algorithm. In this method, it is enclosed gazetteer list for labeling name and location of data 

training to construct HMM. The data sets are taken from three web sites including: miliaton, aliweb, and 

plants. As a result, the performance is achieved at average precision value of 0.93, recall of 0.83 and f‐

measure of 0.85. 

Keywords: Hidden Marcov Model, Gazetteer, Viterbi, Named entity, Medicinal herbs 

1 Introduction		
The number of websites about health  is more and more  increase various  information  including about 

health. Recently, medicinal herbs is main issue on medical analysis. Many people assume that there is no 

side effect to consume as medicine. Website is a site to share information through internet. The growth 

of information in internet is very huge, then it need to classify by information extraction based on herbs’ 

characteristic. 

Named Entity Recognition  (NER)  is  a  subtask of  information extraction  to  identify  and  classify  named 

entities in document text into pre‐defined user’s categories such as name of plant, location, characteristic, 

and advantages. In general, there are two methods of NER, i.e. rule based approach and machine learning 

based approach. The first method is need information from domain expert to construct many patterns. 

However,  the second method,  the pattern  is generated  from training data. Therefore,  this  research  is 

proposed to combine the both methods. 

The related research of NER is conducted by Todorovic, et al. that Hidden Marcov Model (HMM) in English 

text disregard to the grammar is achieved at accuracy of 91,71% [1]. HMM is a machine learning method 

with sequence probability model to solve the problem. It is need a set of training data for labeling words 

as POS‐Tagging. The other research is conducted by Alfred et al., [2]. It is about named entity recognition 

for Malay article using rule based approach, but the accuracy is achieved of 89.47%. Furthermore, the NER 
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is applied to health article using Support Vector Machine, a machine learning method, and the accuracy 

rate is 90% [3].  

2 Research	Methods	
This research is applied to the modified HMM with Viterbi algorithm for identifying named entity in news 

article  of  health.  The method  is  involved  rule  based  approach.  Generally,  the  steps  of  named  entity 

recognition system is shown in Figure 1, the block diagram. The first step is preprocessing data, including 

tokenizing only. In this steps, it is also put labelling for named entity of training set. The rule method is 

address to support the HMM construction. It is applied to find the pattern of word sequence, especially 

for ambiguity of term. Then, the next step is to construct the HMM model of term sequence. And as a 

result is the named entity of herb. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1. Block diagram of Named Entity Recognition 

2.1 Text	Mining	

Text document has unstructured format which need to be transformed in structured format in order to 

get useful meaning of information and it is known as text mining. Information extraction is process to get 

information  from  document  text  [4].  This  method  is  applied  after  preprocessing  step,  including: 

tokenizing, filtering, and stemming.  It  is address to  index the term and make easy to create the HMM 

model and constructing the gazetteer in rule based. 

2.2 Preprocessing	Data	

 Preprocessing  is  a  preliminary  step which  involves  tokenization,  stop words  removal,  stemming  and 

misspellings  words  normalization.  It  involves  tokenization,  stop  words  removal,  stemming  and 

normalization including query expansion. Tokenization is a process removing punctuation, numbers, and 

characters other  than the alphabet  [5].    It  is also conducted case  folding, which  is changing all capital 

letters into lowercase. Then, stop words removal or filtering is removing uninformative words referring to 

the existing stop word dictionary. Meanwhile, stemming is a process to convert every words to its root. 

This process is done by removing affixes such as prefix, infix and suffix. 

2.3 Named	Entity	Recognition	(NER)	

Named entity recognition is information extraction derivation which is identify the type of word (entity) 

in document. In this research, it is used to identify name, substance and characteristics of herbal plants.  

The identification is proposed to organize the document in order to make easy for information retrieval. 

NER is an important tool in almost all of the Natural Language processing applications such as Information 

Retrieval  (IR),  Information  Extraction  (IE),  Question  Answering  (QA),  Machine  Translation  (MT)  and 

Training set 

Preprocessin

g data

Viterbi 

HMM 

constructio
NER 

Testing set 
Rule based 
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Automatic Summarization (AS) etc. NER can be defined as a two stage problem:‐ Identification of Proper 

Noun and classification of the Proper Noun into a set of classes such as Plant names, Location names, 

Substances (chemical). These words are collectively defined as “ENAMEX” by MUC‐6[6]. Thus NER can be 

said as the process of identifying and classifying the tokens into the above predefined classes.  

Basically,  there  are  two  approaches  of  NER,  i.e.  rule  based  approach  and  machine  learning  based 

approach. The first approach is concerned to manual rules or regular expression. Many rules based NER 

contains  Lexicalized Grammar, Gazetteer  list,  and  List of  triggered words.  Then,  the machine  learning 

based approach is concerned to pre‐defined method, such as: Hidden Marcov Models (HMM), Decision 

Trees, Maximum Entropy (ME), SVM and CRF. Therefore, this research is proposed combined the both 

approach. The gazetteer list is used to support the HMM method. 

2.4 Hidden	Marcov	Model	(HMM)	

 Hidden Marcov Model (HMM) is one of NER approaches which based on statistical method and is depend 

on the sequence of word. Therefore, this research is developed and applied to statistical approach and 

combined  to  rule  based  using  gazetteer  list.  HMM  is  a  statistical method  that  involves  the  sequence 

probability  of  term‐document.  The method  is  a machine  learning method  using  sequence  probability 

approach to solve the problem. Each word is put pre‐labelling of POS‐Tagging to construct markov model 

[1] as in Equation 1. 

𝜆 ൌ ሺ𝐴, 𝐵, 𝜋ሻ                                                                                (1) 

where: λ is marcov model, B is emission probability, and  π is initial probability. There are five tuples in 

modelling HMM, including observed state (O), hidden state (Ǫ), transition probability matrix (A), emission 

probability matrix (B) and initial state probability (π) [7]. 

1. Observed state (О) 

In the observed state, it is made with the symbols O = O1, O2, O3, ... On observed state, the observed 

modeling is observed. 

2. Hidden state (Ǫ) 

Hidden State is a state that is hidden and cannot be observed, symbolized by Ǫ = Ǫ1, Ǫ2, Ǫ3, ... Ǫn. 

3. Transition Probability Matrix (A) 

Transition probability is an probability to move from state i to state j. It is symbolized by A = a01, a02, 

an1, ... anm; aij, the number of transition probability matrix is Ǫ x Ǫ. 

4. Emission Probability Matrix (B) 

Emission  probabilities  are  an  probability  to  move  the  state  i  with  the  Ot  (Observed  State)  time 

requirement. Symbolized by B = bi (Ot) the number of emission probability matrix is Ǫ x O. 

5. Initial State Probabilities (π) 

The initial probability is symbolized by π. In named entity recognition that is the number of names of 

word entities, if the chance for each name of the entity word to be added will be worth one. 
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2.5 	Viterbi	Algorithm	

Viterbi algorithm is an algorithm to optimally find the sequence of hidden state from real problem. It is 

used Viterbi trellis, reverse counting or recursive. The Viterbi algorithm is implemented to find the most 

likely  tag  sequence  in  the  state  space  of  the  possible  tag  distribution  based  on  the  state  transition 

probabilities [8] .The Viterbi algorithm allows us to find the optimal tags in linear time. The idea of the 

algorithm is only the most probable of all the state sequences to be considered. 

2.6 	Gazetteer	List	Method	

Gazetteer list method is a rule based approach to construct the list of for different Named Entities and 

then applies search operations to classify the names [9]. In this research, the method needs two types of 

input  to  collection  of  gazetteer,  one  for  Name  of  herb  and  second  for  Location  of  herb.  The  list  is 

automatically created from scanning the document with label name or location. 

3 Result	and	Discussion	
Furthermore,  the  comparison of performance between HMM and proposed method  to  recognize  the 

named entity of characteristic for herbal plant is shown on Table 1. As general, the validity of modified 

HMM is better than the HMM method only. However, recognition of name and location is unreachable 

100% (1). This indicates that there is ambiguity of two or more word to be recognized in the same named 

entity. 

Table 1. Performance of accuracy result 

Named 

Entity 

Proposed method  HMM 

Precision  recall  f‐measure  Precision  recall  f‐measure 

NAME  0.847  0.639  0.655  0.748  0.422  0.448 

LOC  0.929  0.895  0.881  0.927  0.774  0.776 

SUBST  0.992  0.895  0.929  0.992  0.812  0.860 

FUNC  0.953  0.908  0.922  0.926  0.829  0.842 

 

Then, the 2nd scenario is to know the effect of the number of training set in HMM model construction and 

gazetteer  list of rule for terms sequence. The experimental result shows that the more number of the 

training set, the higher of performance is. Also, the proposed method has the higher performance than 

the HMM method as shown at Figure 2. (a), (b), and (c). 

 

(a)  Precision  (a)  Recall 
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(a)  F‐measure 

Figure 2. Performance of the number of training set

As  general,  the  performance  result  of  the  proposed  method  is  higher  than  the  HMM  using  viterbi 

algorithm only. It is shown the bar chart of comparison for the both method as in Figure 3. 

 

Fig.3. Comparison of average accuracy result 

4. Conclusion	
The proposed method which involving rule based to HMM method has been applied to the named entity 

recognition for herbs article. The entity is including name of herbs, substance, location and their function. 

The rule is applied into constructing HMM process for labelling name and location in term sequences of 

training set. The rule  is address to reduce the ambiguity of words.  It  is  impact  for modelling  in HMM. 

Generally,  the performance result of the proposed method  is better than the conventional method of 

HMM. The accuracy rate is also depend on the number of training set. The more number of data set, the 

higher of the performance is.  
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ABSTRACT 

Here we generalize the notions of determinative conjunct and strongly equal tautologies formany‐valued 

logic (MVL) and  compare the proof complexity measures of strongly equal many‐valued tautologies in 

some proof systems of MVL. It is proved  that in some “weak”   proof system the strongly equal many‐

valued tautologies have the same proof complexities, while in the “strong” proof systems the measures 

of proof complexities for strongly equal tautologies can essentially differ from each other.  

Keywords:  many‐valued  logic,  determinative  conjunct,  strongly  equal  tautologies,  proof  complexity 

characteristics.  

1 Introduction	
In the mean time many interesting applications of many‐valued logic (MVL) were found in such fields as 

Logic,  Mathematics,  Formal  Verification,  Artificial  Intelligence,  Operations  Research,  Computational 

Biology, Cryptography, Data Mining, Machine Learning, Hardware Design etc., therefore the investigations 

of proof complexity for different systems of MVL are very important.  

The traditional assumption that all tautologies as Boolean functions are equal to each other is not fine‐

grained enough to support a sharp distinction among tautologies. The authors of  [1]   have provided a 

different picture of equality for classical tautologies. They have introduced the notion of strong equality 

of 2‐valued tautologies on the basis of   determinative conjunct notion. The idea to revise the notion of 

equivalence between tautologies in such way that is takes into account an appropriate measure of their 

“complexity”.  

It was proved in [2,3]  that in “weak”   proof systems the strongly equal 2‐valued tautologies have the 

same proof  complexities, while  in  the  “strong” proof  systems  the measures of  proof  complexities  for 

strongly equal tautologies can essentially differ from each other.  

Here we generalize the notions of determinative conjunct and strongly equal  tautologies  for MVL and  

compare  the  proof  complexity  measures  of  strongly  equal  many‐valued  tautologies  in  some  proof 

systems of MVL. 



Transact ions on Machine Learning and Art i f ic ia l  Inte l l igence  Volume 7,  Issue 1,  Feb 2019
 

Copyr ight  © Society  for  Science and Educat ion United Kingdom 57 
 

2 Preliminaries.	

2.1 Main	notions	and	notations	of	k‐valued	logic.		

Let  Ek be  the  set ቄ0,
ଵ

୩ିଵ
, … ,

୩ିଶ

୩ିଵ
, 1ቅ. We  use  the well‐known  notions  of  propositional  formula,  which 

defined as usual from propositional variables with values from Ek, (may be also propositional constants), 

parentheses (,), and logical connectives & , ,,, every of which can  be defined by different mode. 

Additionaly we use two modes of exponential function p𝛔 and introduce the additional notion of formula: 

for every formulas A and B  the expression  𝑨𝑩  (for both modes) is formula also. 

In the  considered logics either only 1 or every of values  
ଵ

ଶ
 

𝒊

𝐤ି𝟏
 1 can be fixed as designated values. 

Definitions of main logical functions are: 

𝒑 ∨ 𝒒 ൌ 𝑚𝑎𝑥ሺ𝑝, 𝑞ሻ                                               (1) disjunction  or 

𝒑 ∨ 𝒒 ൌ ሺሺ𝑘 െ 1ሻሺ𝑝  𝑞ሻሻሺ𝑚𝑜𝑑 𝑘ሻ/ሺ𝑘 െ 1ሻ  (2) disjunction,    

 𝒑&𝑞 ൌ 𝑚𝑖𝑛ሺ𝑝, 𝑞ሻ                                                (1) conjunction or       

 𝒑&𝑞 ൌ max ሺ𝒑  𝑞 െ 1, 0ሻ                               (2) conjunction 

Sometimes  (1) conjunction is denoted by ˄.   

For implication we have two following versions: 

𝒑 ⊃ 𝒒 ൌ ൜
1,                         𝑓𝑜𝑟  𝑝  𝑞
1 െ 𝑝  𝑞,          𝑓𝑜𝑟  𝑝  𝑞                 (1)  Łukasiewicz’s implication or 

 p⊃ 𝒒 ൌ ൜
1,        𝑓𝑜𝑟          𝑝  𝑞
𝑞,       𝑓𝑜𝑟          𝑝  𝑞                             (2) Gödel’s implication 

And for  negation two versions also: 

𝒑 ൌ 1 െ 𝑝                                                              (1)  Łukasiewicz’s negation    or 

𝒑 ൌ ሺሺ𝑘 െ 1ሻ𝑝  1ሻሺ𝑚𝑜𝑑 𝑘ሻ/ሺ𝑘 െ 1ሻ            (2)  cyclically permuting negation. 

Sometimes we can use the notation 𝒑ഥ instead of 𝒑. 

For propositional variable p and 𝛅=


୩ିଵ
(0≤i≤k‐1) additionally “exponent” functions are defined in (4): 

p𝛅              as (𝑝 ⊃ δሻ& ሺδ ⊃ 𝑝ሻ with (1) implication            (1)  exponent, 

p𝛅              as p with (k‐1)(1– 𝛅)  (2) negations.                       (2)  exponent. 

Note, that both (1) exponent and (2) exponent are no new logical functions. 
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If we fix “1” (every of values  
ଵ

ଶ
 



୩ିଵ
 1) as designated value, so a formula φ with variables p1,p2,…pn is 

called 1‐k‐tautology (≥1/2‐k‐tautology) if for every 𝛿ሚ ൌ ሺ𝛿ଵ, 𝛿ଶ, … , 𝛿ሻ ∈ 𝐸
 assigning 𝛿j (1≤j≤n) to each 

pj gives the value 1 (or some value  
ଵ

ଶ
 



୩ିଵ
 1) of φ. 

Sometimes we call 1‐k‐tautology or ≥1/2‐k‐tautology simply k‐tautology. 

2.2 Determinative	Disjunctive	Normal	Form	for	MVL	

The  notions of determinative conjunct and determinative disjunctive normal forms are introduced at first 

in [1].  Based on these notions  some new proof system for classical propositional logic, dual to resolution 

system,  was  defined.  Then  the  analogous  systems  were  given  for  intuitionistic,  minimal,  monotone, 

positive and some others two‐valued propositional logics.  

The  notions of determinative conjunct and determinative disjunctive normal form are generalized for all 

variants of MVL in [4]. For every propositional variable 𝑝 in k‐valued logic 𝑝, 𝑝
ଵ

୩ିଵൗ ,…, 𝑝
୩ିଶ

୩ିଵൗ   and 𝑝ଵin 

sense of both exponent modes are the literals. The conjunct K (term) can be represented simply as a set 

of literals (no conjunct contains a variable with different measures of exponents simultaneously), and DNF 

can be represented as a set of conjuncts. 

Each of the following trivial identities for a propositional formula 𝝍 are called replacement‐rule: 

 

for both conjunction and (1) disjunction 

𝜑&0 ൌ 0&𝜑 ൌ 0,      𝜑⋁0 ൌ 0⋁𝜑 ൌ 𝜑,    𝜑&1 ൌ 1&𝜑 ൌ 𝜑,      𝜑 ∨ 1 ൌ 1 ∨ 𝜑 ൌ 1,  

for (2) disjunction 

൬𝜑⋁
𝑖

𝑘 െ 1
൰ ൌ ൬

𝑖
𝑘 െ 1

⋁𝜑൰ ൌ  … ᇩᇭᇪᇭᇫ


𝜑          ሺ0  𝑖  𝑘 െ 1ሻ, 

for (1) implication 

𝜑 ⊃ 0 ൌ 𝜑ത   with  ሺ1ሻ negation,     0 ⊃ 𝜑 ൌ 1,     𝜑 ⊃ 1 ൌ 1,      1 ⊃ 𝜑 ൌ 𝜑, 

for (2) implication  

𝜑 ⊃ 1 ൌ 1,   0 ⊃ 𝜑 ൌ 1,  𝜑 ⊃ 0 ൌ 𝑠𝑔തതത𝜑, where 𝑠𝑔തതത𝜑 𝑖𝑠 0 for 𝜑˃0 and 1 for 𝜑=0, 

for (1) negation 

(i/k‐1)=1‐i/k‐1    (0≤i≤k‐1),   𝝍 ൌ  𝝍, 

for (2) negation 

(i/k‐1)=i+1/k‐1  (0≤i≤k‐2),      𝟏 ൌ 𝟎,   … ᇩᇭᇪᇭᇫ
𝒌

𝝍 ൌ  𝝍. 

Application of a replacement‐rule to some word consists in replacing of its subwords, having the form of 

the left‐hand side of one of the above identities, by the corresponding right‐hand side. 

The following auxiliary relations for replacement are introduced in [5] as well: 
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for both variants of conjunction  

ቀ𝜑&


ିଵ
ቁ ൌ ቀ 

ିଵ
&𝜑ቁ 



ିଵ
                      ሺ1  𝑖  𝑘 െ 2ሻ, 

for (1) implication 

ቀ𝜑 ⊃


ିଵ
ቁ 



ିଵ
  and     ቀ



ିଵ
⊃ 𝜑ቁ 

ିሺାଵሻ

ିଵ
           ሺ1  𝑖  𝑘 െ 2ሻ, 

for (2) implication 

ቀ𝜑 ⊃


ିଵ
ቁ 



ିଵ
          ሺ1  𝑖  𝑘 െ 2ሻ,    ቀ



ିଵ
⊃ 𝜑ቁ  𝜑           ሺ1  𝑖  𝑘 െ 1ሻ. 

Let 𝝋 be a propositional  formula of k‐valued  logic, 𝑷 ൌ ሼ𝒑𝟏, 𝒑𝟐, … , 𝒑𝒏ሽ be  the  set of all  variables of φ 

and  𝑷ᇱ ൌ ൛𝒑𝒊𝟏
, 𝒑𝒊𝟐

, … , 𝒑𝒊𝒎
ൟ  ሺ𝟏  𝒎  𝒏ሻ be some subset of 𝑷. 

Definition 1: Given 𝝈 ൌ ሺ𝝈𝟏, 𝝈𝟐, … , 𝝈𝒎ሻ ∈ 𝑬𝐤
𝒎, the conjunct  𝑲𝝈 ൌ ሼ𝒑𝒊𝟏

𝝈𝟏, 𝒑𝒊𝟐
𝝈𝟐, … , 𝒑𝒊𝒎

𝝈𝒎ሽ is called 𝝋 െ
𝒊

𝒌ି𝟏
‐determinative  (𝟎  𝒊  𝒌 െ 𝟏ሻ ,  if  assigning  𝝈𝒋 ሺ𝟏  𝒋  𝒎ሻ  to  each  𝒑𝒊𝒋

and  successively  using 

replacement‐rules and, if it is necessary, the auxiliary relations for replacement also, we obtain the value  
𝒊

𝒌ି𝟏
 of 𝝋  independently of the values of the remaining variables. 

Every 𝝋 െ
𝒊

𝒌ି𝟏
െdeterminative conjunct is called also 𝝋‐determinative or determinative for 𝝋. 

Example. It is not difficult to see that the conjuncts ሼpଵሽ,  {pଷሽ,  {pଶሽ,  {pଵ, pଶሽ are determinative 

for  formulaሺpଵ ⊃ pଶሻ ⊃ ൫pଷ ⊃ ሺpଶ ⊃ pଵሻ൯ in 3‐valued Łukasiewicz’s system based on (1) conjunction, 

(1) disjunction, (1)  implication, (1) negation and (1) exponent. Note that   correctness of this statement for 

conjunct  {pଵ, pଶሽ must be proved by using the auxiliary relations for replacement as well.  

Definition 2. A DNF 𝑫 ൌ ሼ𝑲𝟏, 𝑲𝟐, … , 𝑲𝒋ሽ is  called determinative DNF  (dDNF)  for 𝝋 if 𝝋 ൌ 𝑫 and  if  “1”  

(every of values  
𝟏

𝟐
 

𝒊

𝐤ି𝟏
 𝟏) is (are) fixed as designated value, then every conjunct  𝑲𝒊ሺ𝟏  𝒊  𝒋ሻ is 

1‐determinative (
𝒊

𝐤ି𝟏
െ 𝐝𝐞𝐭𝐞𝐫𝐦𝐢𝐧𝐚𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐟𝐫𝐨𝐦 𝐢𝐧𝐝𝐢𝐜𝐚𝐭𝐞𝐝 𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐯𝐚𝐥𝐞)  for 𝝋. 

  Remark  As in [3] it is also easily proved,  that  

1) if for some k‐tautology 𝝋, the minimal number of literals, containing in 𝝋‐determinative conjunct, is 

𝒎,then 𝝋‐determinative DNF has at least 𝐤𝒎conjuncts;  

2) if for some k‐tautology 𝝋 there is such 𝒎 that every conjunct with 𝒎 literals is 𝝋‐determinative, then 

there is 𝝋‐determinative DNF with no more than 𝐤𝒎conjuncts. 

Main Definition. The k‐ tautologies φ and 𝜓 are strongly equal in given version of many‐valued 

logic if every φ ‐determinative conjunct is also 𝜓 ‐determinative and vice versa. 

2.3 Definition	of	considered	systems.	

First of considered system is the following universal elimination system UE for all versions of MVL, which 

is   defined in mentioned paper [5]. 

The axioms of Elimination systems 𝐔𝐄 aren’t fixed, but for every formula 𝒌 െ 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆𝒅 𝝋 each conjunct 

from some DDNF of 𝝋 can be considered as an axiom. 
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For k‐valued logic the  inference rule is elimination rule (𝜀‐rule)  

బ∪൛బൟ,   భ∪ቊ
భ

ೖషభቋ,   … ,   ೖషమ∪ቊ
ೖషమ
ೖషభቋ,   ೖషభ∪ሼభሽ

బ∪ భ∪ … ∪ ೖషమ∪ ೖషభ
’ 

where mutual supplementary literals (variables with corresponding (1) or (2) exponents) are eliminated. 

A finite sequence of conjuncts such that every conjunct in the sequence is one of the axioms of UE or is 

inferred from earlier conjuncts in the sequence by 𝜀‐rule is called a proof in UE.  

A DNF 𝐷 ൌ ሼ𝐾ଵ, 𝐾ଶ, … , 𝐾ሽ is k‐tautological if by using 𝜀‐rule can be proved the empty conjunct ሺ∅ሻ from 

the axioms ሼ𝐾ଵ, 𝐾ଶ, … , 𝐾ሽ. 

We consider also the well‐known Frege style systems of  MVL. We define Gödel’s  (G) and  Łukasiewicz’s 

(L) systems following [6,7]. 

Łukasiewicz’s proof system (L) uses (1) definitions for all logical functions. 

For every formula A, B, C of k‐valued logic the following formulas are axioms schemes of L [6]:  

1. 𝐴 ⊃ (𝐵 ⊃ 𝐴)         2. (𝐴 ⊃ (𝐵 ⊃ 𝐶)) ⊃ (𝐵 ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐶)) 

3. (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ ((𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐶))  

4. (𝐴 ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵)) ⊃ (( 𝐵 ⊃ ( 𝐵 ⊃ 𝐴)) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵))  

5. (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ ( 𝐵 ⊃ 𝐴)      6. 𝐴 ⊃ 𝐴 7.  𝐴 ⊃ 𝐴  

8. 𝐴&𝐵 ⊃ 𝐵       9. 𝐴&𝐵 ⊃ 𝐴          10. (𝐶 ⊃ 𝐴) ⊃ ((𝐶 ⊃ 𝐵) ⊃ (𝐶 ⊃ 𝐴&𝐵))  

11. 𝐴 ⊃ 𝐴 ∨ 𝐵    12. 𝐵 ⊃ 𝐴 ∨ 𝐵      13. (𝐴 ⊃ 𝐶) ⊃ ((𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ∨ 𝐵 ⊃ 𝐶))  

             Inference rule is modus ponens /m.p./   𝐴, 𝐴 ⊃ 𝐵 ⊢  𝐵. 

Gödel’s  proof  system  (G)  uses  (1)  definitions  for  conjunction  and  disjunction,  (2)  for  implication  and 

negation. 

For every formula A, B, C of k‐valued logic the following formulas are axioms schemes of G  [7]:  

    1.(𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ ((𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐶)) 

   2. 𝐴 ⊃ 𝐴 ∨ 𝐵      3. 𝐵 ⊃ 𝐴 ∨ 𝐵      4. (𝐴 ⊃ 𝐶) ⊃ ((𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ∨ 𝐵 ⊃ 𝐶))  

   5. 𝐴&𝐵 ⊃ 𝐵      6. 𝐴&𝐵 ⊃ 𝐴        7. (𝐶 ⊃ 𝐴) ⊃ ((𝐶 ⊃ 𝐵) ⊃ (𝐶 ⊃ 𝐴&𝐵)) 

   8. (𝐴 ⊃ (𝐵 ⊃ 𝐶)) ⊃ ( &𝐵 ⊃ 𝐶)      9. ( 𝐴&𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ (𝐵 ⊃ 𝐶)) 

   10. 𝐴&A ⊃ 𝐵       11. (𝐴 ⊃  &A)⊃ A      12.(𝐴 ⊃ 𝐵) ∨  (𝐵 ⊃ 𝐴). 

   Inference rule is modus ponens /m.p./   𝐴, 𝐴 ⊃ 𝐵 ⊢  𝐵. 

In both systems  “1” is fixed as designated value. 
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2.4 Proof	complexity	measures	

In the theory of proof complexity two main characteristics of the proof are: 𝒕 െ 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐱𝐢𝐭𝐲, defined as 
the number of proof steps (length) and 𝒍 െ 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐱𝐢𝐭𝐲, defined as total number of proof symbols (size). 

We  consider  two measures  (space  and width)  as well  : 𝒔 െ 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐱𝐢𝐭𝐲 (space),  informal  defined  as 

maximum of minimal number of symbols on blackboard, needed to verify all steps in the proof and 𝒘 െ
𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐱𝐢𝐭𝐲 (width), defined as the maximum of widths of proof formulas (the strong definitions of all 

proof complexity characteristics see in [9]). 

Let 𝚽 be a proof system and 𝝋 be a k‐tautology. We denote by 𝒕𝝋
𝚽ሺ𝒍𝝋

𝚽, 𝒔𝝋
𝚽, 𝒘𝝋

𝚽ሻ the minimal possible value 

of 𝒕 െ 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒊𝒕𝒚  ሺ𝒍 െ 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒊𝒕𝒚, 𝒔 െ 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒊𝒕𝒚, 𝒘 െ 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒊𝒕𝒚ሻ for all proofs of tautology 
𝝋 in 𝚽.  

By |𝝋| we denote the size of a formula 𝝋, defined as the number of all logical signs entries. It is obvious 

that the full size of a formula, which is understood to be the number of all symbols is bounded by some 

linear function in|𝝋|. 

2.5 Essential	subformulas	of	tautologies	

For proving the main results we use also the notion of essential subformulas, introduced in [8]. 

Let F be some formula and  )(FSf  be the set of all non‐elementary subformulas of formula  F . 

For every formula  F , for every  )(FSf  and for every variable  p  by  pF  is denoted the result of the 

replacement of the subformulas   everywhere in  F  by the variable  p . If  )(FSf , then  pF  is  F . 

We denote by  )(FVar  the set of variables in  F . 

Definition 3. Let  p  be some variable that  )(FVarp  and  )(FSf  for some tautology  F . We say 

that   is an essential subformula in  F  iff  pF  is non‐tautology. 

We denote by  )(FEssf  the set of essential subformulas in tautology F . 

If  F  is minimal tautology, i.e.  F  is not a substitution of a shorter tautology, then  )(=)( FSfFEssf . 

It is not difficult to prove the following statement. 

Proposition.  Let  F  be  a minimal  tautology  and  )(FEssf ,  then  in  every  L‐proof  (G‐proof)  of  F  

subformula   must  be essential either at least in some axiom of this system.
 
. 

Really, if some subformula is essential in formula  𝐵, which is derived from formlas 𝐴 and 𝐴 ⊃ 𝐵, then this 
subformula must be essential in 𝐴 or in 𝐴 ⊃ 𝐵. 

Note that for both systems L and G the number of  essential subformulas in every axioms is bounded with 

some constant. 

3 Main	results.	
Here we    compare  the proof  complexities measures of  strongly equal k‐  tautologies  in above defined 

systems of some versions of MVL.  
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Theorem 1. The strongly equal k‐tautologies have the same t,l,s,w complexities in the systems U E  for all 

versions of  MVL.   

The proof is based on the fact that refutations in the systems UE  deal exclusively with the conjuncts of 

dDNF, which are the same for strongly equal tautologies. 

The situation for the systems L and G  is  the essentially other.  

For simplification of  our result presentation, we demonstrate them only for 3‐tautoogies.  

Let us consider 

a) for Łukasiewicz’s  3‐valued logic the following two 3‐tautologies: 

 An= (p1 & p1/2 & p0)1/2 ⊃ ((p1 & p1/2 & p0)1  ⊃  (. . . ᇩᇭᇪᇭᇫ
ଶ

 (p1 ⋁ p1/2 ⋁ p0)))   with (1)   exponent,            (n 

≥0), 

 Bn = ( p1 ⋁ p1/2 ⋁ p0)  &  (. . . ᇩᇭᇪᇭᇫ
ଶ

 (p1 ⋁ p1/2 ⋁ p0)) )))  with (1)  exponent,  (n ≥0), 

b) for Gödel’s  3‐valued logic the following two 3‐tautologies: 

Cnൌ ሺ𝑝&𝑝&𝑝ሻ ⊃ ሺሺ𝑝&𝑝&𝑝ሻ ⊃ ( … ᇩᇭᇪᇭᇫ
ଷ

ሺ𝑝⋁𝑝⋁𝑝ሻሻ) (n   ≥0), 

Dn = (𝑝⋁𝑝⋁𝑝ሻ & ሺ … ᇩᇭᇪᇭᇫ
ଷ

ሺ𝑝⋁𝑝⋁𝑝ሻሻ    )))    (n ≥0). 

  It isn’t difficult to see that dDNF for both  An  and Bn is  {p1 , p1/2 , p0} and for both   Cn 𝐚𝐧𝐝 Dn is  

{𝒑, 𝒑, 𝒑ሽ, therefore An  and Bn are strongly equal and Cn 𝐚𝐧𝐝 Dn are strongly equal as well. 

          Note also that the sizes of all above formulas are Θ(n). 

Theorem 2. a)                    𝒕୬
𝑳 ൌ 𝑂ሺ1ሻ,      𝒍୬

𝑳 ൌ 𝑂ሺ𝑛ሻ 

                                            𝒕୬
𝑳 ൌ 𝜴ሺ𝒏ሻ,      𝒍୬

𝑳 ൌ Ωሺ𝑛ଶሻ. 

                     b)                   𝒕େ୬
𝑮 ൌ 𝑂ሺ1ሻ,      𝒍େ୬

𝑮 ൌ 𝑂ሺ𝑛ሻ, 

                                           𝒕ୈ୬
𝑮 ൌ 𝜴ሺ𝒏ሻ,      𝒍ୈ୬

𝑮 ൌ Ωሺ𝑛ଶሻ. 

Proof. a) We can derive An  as follow. 

At first we derive  the 3‐tautology (p1 & p1/2 & p0)0 , then the 3‐tautology 

  (p1 & p1/2 & p0)0   ⊃((p1 & p1/2 & p0)1/2 ⊃ ((p1 & p1/2 & p0)1  ⊃  (. . . ᇩᇭᇪᇭᇫ
ଶ

 (p1 ⋁ p1/2 ⋁ p0)))), after  them we 

derive by modus ponens the formula An . The lower bounds can be received by the same techniques as for 

2‐valued logic.           

        b) We can derive Cn  as follow. 

At first we derive  the 3‐tautology ሺ𝑝&𝑝&𝑝ሻ , then the 3‐tautology 

ሺ𝑝&𝑝&𝑝ሻ ⊃ ሺሺ𝑝&𝑝&𝑝ሻ ⊃ ሺሺ𝑝&𝑝&𝑝ሻ ⊃ ( … ᇩᇭᇪᇭᇫ
ଷ

ሺ𝑝⋁𝑝⋁𝑝ሻሻ)    
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after them we derive by modus ponens the formula Cn . The lower bounds can be received by the same 

techniques as for 2‐valued logic.           

Remark. If as formula An (Cn) we take the new one, in which the number of repeated “negations” before 

the last  subformula is 2n , and in Bn (Dn)  is 3m for m=[nlog3 2], then the sizes for such formulas will be the 

same by order as  well, but the bounds for steps will be more contrast: O(1) and 𝛀(2n ) for strongly equal 

new 3‐tautologies An (Cn) and Bn (Dn)   accordingly. 

4 Conclusion	
We introduce the notion of strong equality of many‐valued tautologies on the basis of    determinative 

conjunct notion. The  idea to revise the notion of equivalence between tautologies  in such way that  is 

takes into account an appropriate measure of their “complexity”.  

 It is proved   that in “weak”   proof systems the strongly equal many‐valued tautologies have the same 

proof complexities, while in the “strong” proof systems the measures of proof complexities for strongly 

equal tautologies can essentially differ from each other.  
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